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PRÉFACE, 


L'abondance  des  matières  nous  oblige  à  placer  dans  un 
lautre  Volume  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  abé- 
lliennes  que  nous  comptions  donner  dans  le  troisième  ;  d'autres 
imatières  ont  dû  aussi  être  rejetées  plus  loin,  mais  nous  tien- 
drons les  promesses  que  nous  avons  faites  dans  la  Préface  de 
notre  premier  Volume  et  nous  développerons  toutes  les  ques- 
tions dont  nous  avons  parlé  dans  cette  Préface. 

Je  saisis  cette  occasion  '  pour  remercier  MM.  Pagadoy 
et  Le  Pont,  qui  ont  bien  voulu  me  prêter  leur  gracieux  con- 
cours pour  la  correction  des  épreuves. 

H.  L. 
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CALCUL  INTEGRAL. 

INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES. 


CHAPITRE  I. 

INTRODUCTION. 


I.  —  Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  éléments  simples. 

La  théorie  que  nous  allons  développer  est  surtout  utile  dans 
le  Calcul  intégral;  elle  est  traitée  dans  un  grand  nombre 
d'Ouvrages  élémentaires,  mais  nous  croyons  devoir  l'exposer 
succinctement  pour  épargner  au  lecteur  la  peine  de  l'étudier 
ailleurs. 

D'abord  étant  donnée  une  fonction  rationnelle,  c'est-à-dire 

f(  ce) 
de  la  forme  Çt—^^   dans  laquelle  /(^)  et  F(^)  sont  deux 

polynômes  entiers  en  x,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

E(.r)  -+-  T^4\*  E(^)  désignant  un  polynôme  entier  en  jc  et  H 

un  polynôme  de  degré  inférieur  à  F(;r);  en  effet,  divisons 

L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  i 
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f{x)  par  ^{x).  Soient  E(^)  le  quotient;  R(^)  le  reste;  on 

aura 

/(a?)=:E(^)F(^)-f-R(^), 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Occupons-nous  maintenant  exclusivement  des  fractions  de 

la  forme  r=- — -,  où  R  est  de  degré  inférieur  à  F,  et  supposons 

R(^)  et  F(^)  sans  facteurs  communs  ;  c'est  ce  que  nous  appel- 
lerons une  fraction  proprement  dite. 

Décomposons  F(^)  en  facteurs  premiers,  et  soit 

Y {x)  =  {x  ~  ay{oc  —  b)'}{x  —  cy: . . ., 

a,  b^  ...  étant  des  nombres  différents,  réels  ou  imaginaires, 
et  a,  j3,  ...  des  exposants  entiers  et  positifs.  Soit 

F{x)  =  (x  —  a)^^{x-) 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

^{x)  =  (x~b)^{x~c)J...; 
on  aura 

K(x)  R{x) 


F{x)       {x  —  a)^^{x) 
et  identiquement 

R(x)  _         A  R(x)—X%(x) 

¥(x)  ~  {x  —  a)^  "^   {x—a)'^^{x)' 

Déterminons  A  au  moyen  de  l'équation 

R(a) 


R(a)  — A.6(a)  =  o        ou         A  = 


6(a) 


R(^)  —  M{x)  sera  divisible  par  ^  —  a\  en  appelant  R,(^) 
le  quotient  par  x  —  a,  on  aura 

R{x)  _         A  Ri(a7) 

¥{x)  ~  {x  —  a)^  "^  (a:  — a)a-»6(a7)* 
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On  peut  donc  décomposer     ^      en  une  fraction  de  la  forme 

—  5  OÙ  A  est  constant,  et  en  une  autre  fraction  propre- 

(x  —  a)^  ^     ^ 

ment  dite  dont  le  dénominateur  est  de  degré  moins  élevé  d'une 
unité  au  moins  que  F(^)  ;  en  opérant  sur  cette  fraction  comme 

sur  y    on   la  décomposera    en   un    terme    de  la  forme 

; î et  en  une  fraction  plus  simple,  et  ainsi  de  suite. 

On  arrivera  ainsi  à  une  identité  telle  que 

R(.r)  _         A  Al  _     A  g-,         S(x) 

F{x)  ~  {x  —  a)^  "^  {x  —  ay^-^  +...4-  ^_^  +  "0(^)^ 

A,  Al,  A2,   .  .  .,  Aa_i  désignant  des  constantes  et  S(^)  un 
polynôme  de  deerré  inférieur  à  ^(x).  En  opérant  sur  ^,    / 

comme  sur  :p^ — f»  on  aura  de  même 

¥{x) 

S(^)^         B  Bi  ,     Bp-i         T{x) 

6(^)        {x  —  bf       (^_è)M       "■  '    x  —  b        ^{x)' 

T(^)  désignant  un  polynôme  de  degré  inférieur  à 

cp(^)  =  (a?  —  c)T.  .  . 

et  B,  B<,  B2,  .  .  .  représentant  des  constantes.  Finalement, 
on  voit  que  ^.      peut  se  mettre  sous  la  forme 

R(^)^         A  Al  A«-i 

¥{x)        {x  —  a)^        {x  —  a)^-^       "'       x  —  a 

B  B,  Bp_i 

"^  {x  —  bf  "^  {x  —  b)'^-^  -^'"-^  x-b 


Lorsque  R(^)  et  F(^)  sont  à  coefficients  réels  et  lorsque 
les  quantités  a,  b,  c,  .  .  .  sont  imaginaires  en  totalité  ou  en 
partie,  celles  de  ces  quantités  qui  sont  imaginaires  sont  con- 
juguées deux  à  deux,  et  l'on  peut  adopter  un  mode  de 
décomposition  en  éléments  simples  réels. 
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Voici  comment  on  devra  opérer  pour  y  arriver.  Soit 

¥{x)  =  {x  —  a  —  b  v/^)°'(a7  —  a-^b  /=rr)=^6(a7), 

Q(^)  désignant  un  polynôme  entier  qui  ne  s'annule  plus  par 
X  =^  a±  b  \/ —  I  ;  on  pourra  écrire 

F(^)  =  [(;r  —  a)2 -^  è2]a6(^), 
et  l'on  aura  identiquement 

R(x)  _  Ma^+N  _,_  R(^)  — (Ma;-f-N)e(a;) 

^^^         F(^  ~  [(ip  — a)2  +  62Joc    '      [(37  — a)2_H62ja6(^^)  * 

Déterminons  M  et  N  de  telle  sorte  que 

(2)    R(a  +  6v/=T)— [M(aH-6/^)  +  N]e(a+6v/=^)  =  o, 

équation  qui,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  coefficients 
de  y —  I,  équivaut  à  deux  équations;  la  fraction  écrite  la  der- 
nière dans  la  formule  (i)  se  simplifiera,  ses  deux  termes 
étant  divisibles  par  (x  —  ay  -{-  b-,  en  sorte  que  l'on  aura 

R(^)  _  Mar-i-N  ^ Ri(^) . 

F(^)  ""  [(iP— a)2  +  62]a    '    [(57  — a)2+è2Ja-i6(a7j' 

et  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  sur  ce  fait,  il  est  facile 
de  voir  que  l'on  aura  pour         !^  un  développement  de  la  forme 

R(a?)  _  M.r-1-N  Mja7-4-Ni 

F(a:)  "  [(07  — a)2-H62]a"'"  [(:r  — a)2-H62]a-i  '^•" 

^    Ma-ia;-t-Na-i        S(.r) 

'       (^_a)2  +  62  0(^7)' 

les  M  et  les  N  désiernant  des  constantes  et  t,;    ,  une  fraction 

plus  simple  que  -p- — z  sur  laquelle  on  opérera  comme  sur 

celle-ci. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  de  compléter  le 
raisonnement  qui  précède  en  montrant  que  l'équation  (2) 
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fournit  toujours  des  valeurs  bien  déterminées  pour  M  et  N. 
A.  cet  effet,  posons 

e  (a  -f-  6  /^  =  A  +  B  v/-^,         R(a  -+-  6  /=^)  =  U  -h  V  y/^, 
nous  aurons,  au  lieu  de  (2), 

U  +  V /=^- [Ma  H- N  +  M  6  v/^  (a  4- B  v/^)  =  o, 

équation  qui  se  décompose  en 

U  =:M(Aa— B^>)-f-NA, 
V  =  M(Ba  + A^>)  +  NB; 

le  déterminant  de  ces  équations  est  — ^(A^-f-B^),  or  h 
n'est  pas  nul,  puisque  a-\-h\J — i  est  supposé  imaginaire; 
A-  +  B2,  carré  du  module  de  ^{^a-\-h^ — 1),  n'est  pas  nul 
non  plus,  puisque  Q(^)ne  s'annule  pas  pour^  =1  a-\-h  )J —  i; 
donc  M  et  N  sont  bien  déterminés. 

II.  —  Remarque  sur  le  mode  de  décomposition. 

De  la  discussion  précédente,  il  résulte  que  toute  fraction 
rationnelle  'L.       peut  se  décomposer  en  éléments  simples 


selon 

la  formule 

( 

F{x) 

Eix 

)  + 

Al 

X  — 

a 

A, 

+  . 

1    *» 

{X 

-ay 

••  '    {0!-aY 

+ 

Bi 

X  — 

1-^ 

B, 

+  . 

1          ^^ 

<i)    < 

{X 

-bY 

■■      (x-bf 

+  . 



+ 

M: 

{X- 

. .+ 

M,„a;-i-N„ 

K^—T' )"-<-?']'" 

+  , 

E(^)  désignant  un  poljnôme  entier,  les  A,  B,  .  .  . ,  M,  N,  .  .  . , 
a,  b^  .  .  .j  p,  q^  ...  des  constantes,  les  a,  p,  .  .  . ,  m,  .  .  .  des 
entiers  positifs  constants.  Nous  allons  voir  qu'une  fonction 
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rationnelle  ne  peut  se  décomposer  que  d'une  seule  ma- 
nière en  éléments  simples. 

En  d'autres  termes,  si  l'on  pose 


'/<^>-E'(.) 


Y{x)  ^    '  '    x  —  a!       {x  —  a'Y       '"       (x  —  a')^' 

{x—p'Y-^q'^       "         [{x—p'Y-^-q'^yn' 


on  aura  nécessairement 

E  =  E',      a  =  a\      b  =  b' ,      ...,      a  =  a',      ...,      Ai=A'i,      

En  effet,  les  seconds  membres  de  (i)  et  (2)  doivent  être 
égaux,  quel  que  soit^,  puisqu'ils  sont  égaux,  quel  que  soit^, 

f(x) 
à  la  même  fraction  -L)    ^  :  donc  ils  sont  égaux  pour  a:  =^  a. 
r  {X) 

Or  le  deuxième  membre  de  (i)  est  infini  pour  œ  =  a,  le 
deuxième  membre  de  (2)  doit  donc  aussi  être  infini  pour 
^  =  a,  ce  qui  exige  que  l'une  des  quantités  a',  b' ,  ...  soit 
égale  à  a.  Supposons  a'  =  a,  je  dis  que  ol'^  ol]  en  effet,  ima- 
ginons et! <i^-)  les  seconds  membres  de  (i)  et  (2)  seront 
encore  identiques  si  on  les  multiplie  par  [x  — ■  aY'\  mais  cela 
ne  peut  avoir  lieu  si  a/<<a,  puisque  le  deuxième  membre 
de  (i)  est  encore  infini  pour  ^  =1  a,  le  deuxième  de  (2)  ne 
l'étant  plus  :  donc  a  =  a'.  Maintenant  je  dis  que  A^  =  A'^j  ;  en 

effet,  retranchons  aux  seconds  membres  de  (i)  et  (2)  ; ^^-—- 

'  ^  ^       ^    ^  {x  —  a)^ 

et  multiplions-les  par  (œ  —  a)^~^ ,  le  deuxième  membre  de  (i) 
n'est  plus  infini  pour  x  =  a,  le  deuxième  membre  de  (2) 
l'est  encore,  si  Aa  n'est  pas  égal  à  A'^  :  donc  Aa==Aa.  Si 
alors,  aux  deux  seconds  membres  de  (i)  et  (2)  on  retranche 

^^— ?  ils  doivent  encore  être  égaux,  et  par  suite  on  voit, 


{x  —  a)^ 

par  un  raisonnement  analogue  à  celui  que  l'on  vient  de  faire, 

que  Aa_i  =  A'^_i, 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  que  b  =  b'j 
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p  =  ^',  b,  =  b;,  b,  =  b;,  ...,m,=:m;,  ^,=.k,,p  =  p', 

rj  =  q',    ...,    et   alors   il   reste    E==E'.    Ce    qui   établit   le 
théorème  que  nous  avons  énoncé. 

III.  —  Calcul  des  coefficients. 

Soit  (^  une  fraction  dont  le  numérateur  soit  de  degré 

F(^) 

inférieur  au  dénominateur;  soit 

F  (x)  =  {x  —  a)^  (x  —  ai)^^  {x -~  a^)^^  ...; 
posons 

F{x) 

^{x)  ne  sera  ni  nul  ni  infini  pour  x  =  «,  et  la  formule  de 
Taylor  donnera 

0(a7)=e(a)  +  (a7  — a)-^^^  -+-... 

+  ^ ^^— ^ ~^+{x-ayP, 

i  .'2.5  ...  {y.  —  1  ) 

"    et,  par  suite,  en  divisant  par  (ûc  —  a)^, 

6(:r)       ^  /(x)  ^      Ha)     .  ^'{a)         ^ 

{x  —  a)^       F{x)       (x  —  a)^        i{x  —  a)^-^ 

Q^-H«)  ,  p 


1.2.  ..  (a—  i){x  —  a) 

P  est  une  fraction  qui  n'est  plus  infinie  pour  x  =^  a,  et  l'on 

|)Ourra  opérer  sur  P  comme  sur  ^,  mais  en  observant  que  la 

décomposition  en  éléments  simples  ne  peut  se  faire  que  d'une 
seule  manière;  on  aura  les  termes  infinis  pour  ^  =  a,,  pour 
X  =:  a2,  .  •  . ,  comme  on  a  obtenu  ceux  qui  sont  infinis  pour 
X  =  a.  La  formule  précédente  peut  s'écrire 


;ore 
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-1t 

I               ^a-1      e(a) 
.2.  ..(a  — i)  da^-i  x  —  a 

ou  bien  encore 

(I) 

ou  enfin 

(2)  ^^  =  V      '      r^°^-^    e(^)  I 

On  a  ainsi  sous  forme  explicite  la  fonction  ^^^  décompo- 
sée en  éléments  simples. 

Remarque.  —  La  formule  précédente  peut  être  écrite 

elle  fait  connaître  une  fonction  f{x)  de  degré  moindre  que 
a  +  a<  -H  aa  4-  .  .  .  qui  prend  pour  x  =:  ai  une  valeur  donnée, 
ainsi  que  ses  dérivées  d'ordre  i,  a,  .  -  . ,  (a/ —  i). 

Si  l'on  suppose  a  =  a,  ==  ag  =  .  .  .  —  i ,  on  retombe  sur  la 
formule  d'interpolation  de  Lagrange 


/( 


"^2 '«[S]..' 


La  formule  (2)  est  générale,  mais  on  peut  lui  donner  une 
forme  dégagée  d'imaginaires  pour  le  cas  où,  parmi  les  quan- 
tités a,  ^1 ,  «2,  .  .  . ,  il  s'en  trouve  d'imaginaires,  pourvu  que 
ces  quantités  soient  conjuguées  deux  à  deux. 

Supposons,  par  exemple, 


6(a,)=  cp(i?,  q)~\/~^'^{p,  q), 

et  observons  que,  en  général, 

d^%{a)  _  fl?«(p        d^t\i    , 

da"'     ~  dp^  ~^  dpn^~^' 
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la  formule  (i)  donnera  lieu  à  la  suivante,  où  les  a  sous  les  deux 
signes  S  ne  sont  pas  forcément  égaux  : 

F(r)  ~^(a  —  I)!  da^-^  x  —  a  


^(a  — 1)!  «fpa-iL       x  —  p  —  q  s/^^i 


X  —p  H-  ^f  V'  — 

ou  bien 

)  F(:r)       ^(a  — I)!   t/a^'-i  a:  — a 
<^^)  j  ,    y         9.  o?a-i    {x~p)<o{p,q)-~q'^{p,q) 

Les  formules  (i)  et  (3)  sont  éminemment  propres  à  fournir 

les  développements  de  {},    {  en  série,  ou  à  faire  connaître  les 

i  i  1^  {x) 

dérivées  d'ordre  quelconque  de  cette  fonction. 

Dans  la  pratique,  on  emploie  souvent  la  méthode  des  coef- 
ficients indéterminés  pour  décomposer  une  fraction  en  élé- 
ments simples;  cette  méthode  peut  être  variée  à  l'infini. 
Indiquons  le  procédé  que  l'on  emploie  le  plus  fréquemment  : 
on  commence  par  diviser  le  numérateur  par  le  dénominateur, 
le  quotient  fait  connaître  la  partie  entière  de  la  fonction  à 
décomposer;  en  appelant  R  le  reste  et  F  le  dénominateur, 
on  pose 

Y(x)  ~2à{x  —  ay  '^ 2d  [{X  —  ol)^ -^  p^ \"  ' 

A,  M,  N  restant  indéterminés,  on  chasse  les  dénominateurs; 
on  remplace  alors  successivement  x  par  chaque  racine  de 
F(^)  =  o  :  on  détermine  ainsi  autant  de  coefficients  que  de 
racines.  On  prend  ensuite  les  dérivées  des  deux  membres 
de  l'identité  obtenue,  et  l'on  remplace  a:  par  chacune  des 
racines  doubles  de  F(jc)=  o  :  on  détermine  ainsi  autant  de 
coefficients  nouveaux  que  de  racines  doubles,  et  ainsi  de 
suite. 

Traitons  un  exemple.  Posons 

x^  A  M:r-hN        M'.r-4-N' 

{x^ -\- iy\x  —  i  )      x  —  i        x'^-i-i        {x^-\-iy^ 
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Chassant  les  dénominateurs,  il  vient 

(i)  a73  =  A(:r2-hi)2-H(M^+N)(:r  — i)(:c2_^i)  +  (M'ir-i-N')(^— I). 
Si  l'on  fait  x  =  i,  on  a 

i  =  4A,        A  =  f 
Si  l'on  fait  œ  =  ^ —  i ,  on  a 

—  v/=7  =  (mV^+n')(v/=^— i) 

et,  en  identifiant, 

M'-,-N'  =  o,         M'— N'=i, 
d'où 

Prenons  maintenant  les  dérivées  des  deux  membres  de 
l'identité  (i);  nous  aurons,  en  n'écrivant  pas  les  termes  nuls, 
pour  X  =  y/ —  I , 

3 ^2  3=  {Wl  X  -\-'N)(x—\)2x  -h  M' X  -^  N'  +  M'(a7  — i), 

et,  en  faisant  x  =  ^ —  i  et  en  remplaçant  M'  et  N'  par  leurs 
valeurs, 

On  en  conclut 

—  3  =  2M  — 2N  — i-f-v/^(i  — 2M  — 2N) 
et,  en  identifiant, 

N  — M=:i,         M-f-N  =  5; 

d'où 

M  =  -i,         N=--3. 
On  a  donc 

^3  I        f  I    3  —  .r         IX  —  i 


(a;2-M)2(ir  — t)        i\  x  —  i        4  a?^ -+- 1        2  {x^ -i- ly 
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CHAPITRE  IL 

CALCUL  DES  INTÉGRALES. 


I.  —  Définitions. 

Le  Calcul  intégral  a  pour  but  de  rechercher  l'expres- 
sion analytique  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions,  lorsque 
l'on  connaît  des  relations  entre  ces  fonctions  et  leurs  dé- 
rivées. 

Le  problème  le  plus  simple,  et  aussi  le  premier  que  nous 
aurons  à  résoudre  en  abordant  l'étude  du  Calcul  intégral, 
sera  de  calculer  l'expression  analytique  d'une  fonction  d'une 
seule  variable,  étant  donnée  celle  de  sa  dérivée. 

On  appelle  intégrale  d'une  fonction /(.r),  ou  d'une  diffé- 
rentielle/(^)  c/^,  la  fonction  dont  la  dérivée  eslf{x).  Nous 
verrons  bientôt  que  les  fonctions  continues  et  même  qu'un 
grand  nombre  de  fonctions  discontinues  ont  une  inté- 
grale; d'ailleurs,  il  est  bien  entendu  que,  si  une  fonction 
admet  une  intégrale,  elle  en  admet  une  infinité  ne  différant 
entre  elles  que  par  une  constante  (t.  I,  p.  79). 

Bien  que  toute  fonction  continue  admette  une  intégrale, 
on  ne  sait  pas  toujours  calculer  cette  intégrale;  il  y  a  plus,  il 
est  aujourd'hui  démontré  qu'un  certain  nombre  de  fonctions 
ont  des  intégrales  qui  ne  peuvent  pas  s'exprimer  au  moyen 
des  signes  ordinaires  de  l'Algèbre,  y  compris  les  signes  log, 
sin,  cos,  tang,  arc  sin,  arc  cos,  arc  tang,  employés  en  nombre 
fini  :  on  dit  alors  que  leurs  intégrales  ne  peuvent  pas  s'ex- 
primer en  ternies  finis. 
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II.  —  Des  intégrales  définies. 

Soit/(^)  une  fonction  qui  reste  finie  quand  x  varie  de  x^ 
à  X  et  qui,  dans  cet  intervalle,  possède  toujours  une  valeur 
bien  déterminée  pour  chaque  valeur  de  x. 

Partageons  l'intervalle  compris  entre  ^o  et  X  en  a  parties 
égales  ou  inégales  :  x^ — ^o=A^oi  x^  —  x^^  t^x^,  ..., 
X  —  ^n-\  =  A.T/;_<  ;  désignons  par  Bq,  8i ,  82,  ...  des  nombres 
compris  entre  o  et  i  ;  formons  enfin  la  somme 

/x         )   s  ==/(^o+ 9oAa?o)Aa7o^/(^l-^el  Aa7i)Aa7i+..  . 

(  ^-/(  Xn~-i  -h  e,j_i  Aa7„_i  )  ^Xn-i . 

Si  cette  somme  tend  vers  une  limite  finie  unique,  quand,  n 
croissant  indéfiniment,  A^or  ^■^1-  •••,  A^„_i  tendent  vers 
zéro,  et  cela  quelles  que  soient  les  quantités  B  (comprises 
entre  o  et  i)  et  quel  que  soit  le  mode  de  subdivision  de  l'in- 
tervalle X  —  Xq,  on  dira  que  la  limite  de  S  est  V intégrale 
définie  de  f[x)  prise  entre  les  limites  Xq  et  X,  et  l'on  écrira 


Lemme  I.  —  Soit  f{x)  une  fonction  croissante  (^)  et  bien 
déterminée  quand  x  varie  de  Xq  à  X.;  soient  Xi,  x-y,  •  •  • , 
^n-\  des  nombres  croissa/its  compris  entre  Xq  et  X,  la 
somme 

(l)      /'(^o)(>2?l  — ^o)-i-/(^l)(-r2  —  ^l) +  ...+/(  a7„_i)(X  —  a7„_,)=  S 

sera  comprise  entre  f{xQ){\.  —  ^0)  ^^  fÇ^)Ç^  —  «^o)- 
En    efî'et,    si,    dans    la    somme   (i),    on    remplace  f{Xi), 


(')  Par  ce  mot  croissante,  nous  n'excluons  pas  le  cas  où  l'on  aurait 
/(a)  =  f[b)  pour  b ':>  a.  Il  ne  faut  pas  oublier  qu'une  fonction,  continue 
entre  les  limites  x^  et  X,  peut  fort  bien  n'être  jamais,  ni  constante,  ni  crois- 
sante, ni  décroissante  dans  cet  intervalle,  mais  nous  ne  considérerons  pas 
à  l'avenir  de  pareilles  fonctions. 
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/{x^)^  '  '  -,  f{oCn^\)  par  la  quantité  plus  petite  /(^o),  cette 
somme  ne  pourra  que  diminuer;  donc 

2  >/(^o)[(^l  —  ^0  )  +  (^-2  —  ^1  )  +  •••+  (X  —  ^/i-l)J 
OU 

2>/(;ro)(X-^o); 
on  verrait  de  même  que 

2</(X)(X-aro). 

Lemme  il  —  Si  la  fonction  f{x)  était  décroissante  de  jc,) 
à  X,  la  somme  S  serait  encore  comprise  entre  les  mêmes 
quantités,  mais  on  aurait 

/(^o)(X-^o)>S>/(X)(X-aro.) 

Lemme  IIL  —  Si  Von  considère  une  fonction  f{x)  bien 
déterminée,  finie  et  croissante  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  Xq  etlL,  cette  fonction  admettra  une  intégrale 
définie  entre  ces  limites. 

En  effet,  soient  x^,  x^,  ....  Xm^\  des  nombres  croissants 
compris  entre  ^o  et  X;  soient^i ,  z-y,  .  .  . ,  z,i-\  une  autre  série 
de  nombres  croissants  compris  entre  les  mêmes  limites;  si 
nous  considérons  les  deux  sommes 

Am  =/(a7o)(^l  —  Xq)  -i-f{Xy){x.2  —  XC)-^...  -^f{Xm-i){X  —  X„^-^), 
B,,    =/(^0(-l--2^o)+/(^2)(-S2-^l)-H...-t-/(X)(X-^,_0, 

on  aura  km<i  ^w  Pour  le  démontrer,  désignons  par  Xq,  Xi» 
72,  •  •  .,JK^_M^  les  quantités  Xq,x^,  .  .  .,  Xm-i',  z^,  z.>,  .  .  ., 
Za-\ ,  rangées  par  ordre  de  grandeur,  et  considérons  les  sommes 

G/,--/(^o)(7i— 7o)-^/(7i)(72— Ji)  +  ...-f-/(7;,-i)(X— 7p_i), 
Dp-/(7i)(7i-jo)+/(72)(r2-7i)  +  ...  +  /(X)(X-7^_0. 

Chaque  terme  de  G^  étant  inférieur  au  terme  correspondant 
de  D^,  on  a  évidemment 

mais  A,„  est  moindre  que  C^,  ou   au  moins  égal   à  C^,   en 
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vertu  du  lemme  I;  de  même  B,^  est  plus  grand  que  D^  ;  donc 

A,„  <  G^  <  D;,  <  B,,        et        A,;,  <B„. 

Ceci  posé,  faisons  croître  le  nombre  m  indéfiniment,  en  sup- 
posant que  les  différences  x^  —  Xq^  x-2  —  .^< ,  ...  deviennent 
moindres  que  toute  quantité  donnée  :  on  aura  toujours 
^m<^  B/i  ;  on  peut  donc  assigner  à  A;n  une  limite  A  au-dessous 
de  laquelle  il  restera  toujours.  De  même,  si,  l-aissant  m  fixe, 
on  fait  croître  ?i  indéfiniment,  on  pourra  assigner  à  B^  une 
limite  B  au-dessus  de  laquelle  il  restera  toujours.  Prenons 
alors  m=^n  et  ^i  =  5i,  ^2  = -^2?  •••?  ^/m_i  =  ^//_i,  nous 
aurons 

B,„  — A;„  =  [/(:ri)— /(:ro)](:ri  — a7o)  +  [/(:r2)— /(^i)](^2  — ^1)+... 
+  [/(X)-/(^,.-,)](X-a;,,_0, 

et,  en  appelant  6  la  plus  grande  des  différences  x^  —  Xq, 
X2  —  ^n  .  .  . ,  X  —  Xm_^ ,  nous  aurons 

B,„-A,„<8[/(a;0-/(^o)+/(^2)-/(^i)  +  ...-^/(X)-/(^,,_01 

ou 

B,„-A,„<S[/(X)-/(:ro)]. 

Mais  /(X)  et  /{xq)  étant  finis  et  8  pouvant  devenir  aussi 
petit  que  l'on  veut,  B;,^  —  A^  pourra  être  pris  moindre  qu'une 
quantité  donnée  s.  Or 

A,„<A,        B<B^; 

on  en  conclut 

A„,  +  B  <  A  -H  B^ 

ou 

B,„-A„,>B-A; 

donc  B  —  A  <<  £,  mais,  B  et  A  étant  fixes,  il  faut  en  conclure 
que  B  —  A  =  o  et,  par  suite, 


A,„  <  A  <  B 


m  > 


donc  ^ni  —  A  <  £  et  A  —  A„,  <  s,  et  B^^,  et  Km  ont  la  même 
limite  A. 


^  '.  O  R  A  ^^ 
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Maintenant  considérons  la  somme 

dans  laquelle  on  a  fait,  pour  abréger,  ^Xi=  ^/_,_<  — Xi^  et  où 
80,  9i  7  '  '  ' ,  ^m-i  désignent  des  nombres  compris  entre  o  et  i . 
Elle  a  évidemment  pour  limite  A;  en  effet,  elle  est  comprise 
manifestement  entre  Am  et  B^^  qui  ont  pour  limite  A. 

Lemme  IV.  —  Si  la  fonction  f{x)  reste  bien  déterminée 
et  décroissante  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xq 
et  X,  elle  admet  une  intégrale  définie  entre  ces  limites. 
(Même  démonstration.) 


III.  —  Cas  dans  lesquels  une  fonction  admet  une  intégrale  définie. 

Si  nous  considérons  une  fonction  f{oc)  toujours  crois- 
sante, constante  ou  décroissante  qui,  entre  les  limites  Xq, 
X  de  sa  variable,  n'admet  qu'un  nombre  limité  de  maxima 
et  de  minima,  et  qui  entre  ces  limites  conserve  une  valeur 
toujours  bien  déterminée,  elle  aura,  entre  ces  limites,  une 
intégrale  définie. 

En  effet,  soient/(^o)  un  premier  minimum, /(<2<)  un  pre- 
mier maximum,  f{a2}i  un  second  minimum,  etc.  Il  est  clair 
que  l'intégrale  définie  de/(^)  entre  les  limites  Xq  et  X  sera 
égale  à  la  somme  des  intégrales  de/(.r)  prises  entre  Xq  et  a<, 
a^  et  «2,  .  •  .  ;  en  effet,  si,  dans  la  somme 

2^=/(;ro-l-  60  Aa7o)  Aa7o+/(a7i  +  eiAiPi)Aa7i-+-. . . 

on  met  à  part  les  termes  pour  lesquels  xt  reste  compris  entre 
Xq  et  a,,  puis  ceux  pour  lesquels  il  reste  compris  entre  a^  et 
(72,  .  .  . ,  on  voit  que  2,^  aura  une  limite  qui  sera 


(2)  f  ' f{x)dx^  f  '/(x)dx^...-i~  f    /{x 


)dx, 
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en  vertu  de  ce  principe  que  la  limite  d'une  somme  est  égale 
à  la  somme  des  limites  de  ses  parties,  quand  le  nombre  des 
parties  est  limité.  Mais  cette  conclusion  cesserait  d'être  exacte 
si  le  nombre  des  quantités  «i,  «2,  ...,  ap  était  illimité, 
l'expression  (2)  se  composant  d'une  infinité  de  termes. 

Une  fonction  f{x)  peut  encore   admettre    une   intégrale   ' 
définie  lorsque,  entre  les  limites  Xç^  et  X,  elle  a  une  infinité 
de  maxima  et  de  minima. 

Soient  en  effet  a,,  «2,  .  .  . ,  a^  des  valeurs  de  x  comprises 
entre  Xq  et  X,  et  dans  le  voisinage  desquelles  f{x)  a  une 
infinité  de  maxima  et  de  minima.  Posons,  pour  abréger, 

cp  (  Xi,  Xj  )  :=--  /(  Xi  +  6/  Lxi  )  b.Xi  +/(  ^,•^_l  -f-  0/4-1  Aa7,-+,  )  tiXi^^  + .  . . 

nous  aurons,  en  appelant  s^^  s\,  S2,  s[^^  ...  de  petites  quan- 
tités, 

^n=  ?(^o,  «1  — •?i)  +  cp(ai  — 5i,  ai~[-s\) 

-i-^{ai-i~s\,  a2  —  S2)-h.  .  .-•-  ^{a/c-r-  s'^,,  X). 

Soient  Si  la  différence  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
valeur  de  /entre  <2<  —  s^  et  «<  +  s\,  O2  la  différence  entre  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  /  entre  «2  —  ^2  et 

«2  4-52,      ...;     (Si  -\~s\)^^~i-(s2-{-  52)^2-^  "  --\-{Sh'^s'f^)^k 

sera  toujours  plus  grand  que 

et,  a  fortiori,  si  A  représente  la  plus  grande  des  quantités  8,, 
O2,  .  .  .,  cette  somme  sera-t-elle  moindre  que 

elle  pourra  être  représentée  par©  A  (5,  4-5',  -^52  +  .  -  ■),  0  dé- 
signant un  nombre  compris  entre  o  et  1 .  On  aura  alors 

Si  les  quantités  <2,,  «2?  •  -  • ,  «a  sont  en  nombre  fini,  ^i,  5, ,  ... 
restant  finis,  tous  les  termes  de  S,,,  à  l'exception  du  dernier, 
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tendront  vers  des  limites  finies.  Soit  G  la  limite  de  leur 
somme,  ^n  sera  de  la  forme  G  -f-  £  +  0  A(5,  -\-  s\  +  ...), 
£  pouvant  être  pris  aussi  petit  que  l'on  voudra,  pourvu  que 
l'on  fasse  /^  assez  grand;  or  5,  -t-  5,  4-  ^o  -|- .  .  .  peut  être  pris 
aussi  petit  que  l'on  veut,  A  reste  toujours  inférieur  à  une 
quantité  A,  que  l'on  peut  assigner.  S/^  peut  donc  être  res- 
serré entre  des  limites  G  —  to  et  G  +  to,  w  étant  aussi  petit 
que  l'on  voudra;  donc  S/^  a  une  limite.  c.  q.  f.  d. 

C'est  à  Gauclij  que  nous  devons  d'avoir  démontré  pour  la 
première  fois  Texistence  de  l'intégrale  des  fonctions  finies  (  '  ). 

IV.  —  Théorème  sur  les  fonctions  continues. 


SoitJ(x)  une  fonction  continue  entre  les  limites  Xq  et 
\^  Xq  de  sa  variable,  il  est  toujours  possible  de  trouver 
un  nombre  h  assez  petit  pour  que,  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  X  comprise  entre  Xq  et  X  etde  ^  compris  entre  —  i 
et  -^  i ,  on  ait 

(I)  val.  abs.[/(:r  +  OA)-/(^)]^£, 

£  étant  un  nombre  donné. 

En  effet, /(^)  étant  continu,  on  peut  déterminer  un  nombre 
positif  h^  tel  que,  quel  que  soit  9  compris  entre  o  et  i,  on  ait 
en  valeur  absolue 


C)  Dans  un  Mémoire  prcsenlc  en  i854  à  la  Faculté  de  Philosophie  de 
Gœttingue,  Riemann  énonce  le  théorème  suivant  :  Pour  que  la  somine'^^^ 
tende  vei^s  une  limite  (pour  que  l'intégrale  existe),  il  faut  et  il  suffit 
que  la  somme  totale  des  intervalles  pour  lesquels  les  oscillations  sont 
plus  grandes  que  a,  quel  que  soit  a,  puisse  être  rendue  infiniment  petite 
par  un  choix  convenable  de  d,  d  désignant  une  quantité  supérieure  à 

OC  A  — '  00 ç^j    Ou  _^  t-*/ ,  j     •  .  •  ^    -^'V  ^  n 1  * 

L'oscillation  de  la  fonction  entre  des  limites  x^,  x-^^  est  la  différence 
entre  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  valeur  entre  les  limites  x-  et  ^.^,. 

(Voir  le  Bulletin  des  Sciences  matJiématiques  et  astronomiques,  t.  \', 
juillet  187.3,  p.  34,  ou  les  œuvres  de  Riemann  en  allemand.) 

L.  —  Traité  d'Analyse,  \\\.  2 
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OQ  trouvera  de  même  un  nombre  h>  donnant  lieu  à  la  for- 
mule analogue 

et  ainsi  de  suite  :  on  déterminera  ainsi  une  série  de  nombres 
positifs  h\ ,  7^2,  /i3,  •  -  •  •  Je  dis  que  l'un  des  nombres  ^o  H-  A, , 
Xq  -\-  Al  +  A2,  ocq  4-  A,  -j-  A2  4-  A3,  ...  finira  par  atteindre  ou 
surpasser  X.  Supposons  en  effet  que,  de  quelque  manière  que 
Ton  procède,  on  ne  puisse  pas  atteindre  X,  et  que  le  plus  grand 
des  nombres  inférieurs  à  X  que  l'on  ne  puisse  dépasser  soit  «; 
alors  il  n'existera  pas  de  nombre  A  tel  que 

val.  abs.[/(a  -^  h)  —  f{a  —  A)]  <  e, 

et  /(.r)  ne  sera  pas  continu  pour  x  =^  a  compris  entre  x^^ 
et  X. 

Ainsi  donc,  il  existe  des  nombres  Xq,  X  et  .^^i  ,  x^,  .  - ,  ^«_< 
intermédiaires  entre  Xq  et  X  donnant  lieu  à  des  formules  telles 

que 

val .  abs .  [/( Xi  +  0  ^xt  )  —  /(  ^/  )  ]  <  s, 

ce  qui  revient  à  dire  que,  x  étant  un  nombre  compris  entre 
.To  et  X,  on  peut  prendre  A  assez  petit  pour  que,  quel  que 
soiix^  l'égalité  (i)  ait  lieu. 

On  peut  donner  à  ce  théorème  une  autre  forme  qui  va 
nous  être  utile  et  dire  que  Uon  peut  partager  V intervalle 
compris  entre  x^  et  Ken  un  assez  grand  nombre  d'autres 
assez  petits  pour  que,  dans  chacun  d'eux,  la  différence 
entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  f{x)  soit 
moindre  qu' une  quantité  donnée  e. 

V.  —  Nouveau  cas  où  l'intégrale  existe. 

Nous  avons  établi  Texistence  de  l'intégrale  définie  pour 
la  plupart  des  cas  qui  se  présentent,  car  les  fonctions  que 
nous  rencontrerons  dans  cet  Ouvrage  sont  croissantes  ou  dé- 
croissantes; toutefois  nous  allons  établir  que  : 

Si  la  Jonction  f{x)  est  continue  (sans  être  nécessaire- 
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ment  constante,  croissante,  ou  décroissante)  entre  les 
limites  Xq  et  X  de  sa  variable,  V intégrale  de  f{oc)  prise 
entre  les  limites  de  Xq  et  X  existe. 

Désignons  par  ^^,  ^o,  .  .  .,  x,i-\  àes  quantités  croissantes 
comprises  entre  Xq  et  X,  par  z^,  Zo^  .  .  . ,  Zm-\  d'autres  quan- 
tités croissantes  comprises  également  entre  x^^  et  X,  enfin 
par  y\',  y-i-,  -  '  ' ,  7p-i  les  quantités  x^^  X2^  •  .  . ,  ^i,  -So?  •  •  • 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  jTi  désignant  la  plus  petite. 
Soient,  en  général,  M/  la  plus  grande  valeur  de/(^)  quand  x 
varie  de  Xi  à  Xi^^,  et  p./ la  plus  petite  valeur  de  cette  fonction 
quand  x  varie  de  zi  à  Zf^^  ;  soient  enfin  N^-  la  plus  grande 
valeur  que  prend /(^r)  quand  ;z?  varie  de  yi  àj>^/_,_,  et  v/  la  plus 
petite  valeur  qu'il  prend  dans  le  même  intervalle  j  posons  (*) 

An  =  Mo  A^o  —  Ml  Axi  — . . .  -f-  M„_i  ^Xfi-i, 
Bm  ^^  ;j.o  A^o  --  [J-i  AiTi  --r-  .  .  .—  ;x„j_i  ^z,n-l, 
Cp  =  No  Ayo  -+-  Ni  Aji  --- . .  .--  Np_i  Aj^_i, 
Djo  ==  vo  Ajo  n-  vi  A/i    -}-...  -4-  Vp_i  Aj^.-i , 

nous  aurons  évidemment 

■^  nJ^  ^/>5  ij//j  <C  L'y;, 

car  la  somme  A/^  ne  peut  augmenter,  quand  on  subdivise 
les  intervalles  [xq,  x^)^  (x\,  X2) D'ailleurs  on  a  évidem- 
ment 

donc  A,i  y>  Bfft  '.  ainsi  on  peut  assigner  à  A^  une  limite  infé- 
rieure A,  à  li,n  une  limite  supérieure  B  quand  on  fera  croître 
indéfiniment  m  et  n  et  décroître  indéfiniment  les  A. 

Si  l'on  prend  m  =  n,  zt  ^=  xi,  A,^  —  B„i  ou  A^  —  B,„  sera 

à 

(  Mo  —  [Ao  )  A^o  -'-...  -i-  (  M,„_i  —  [J.„j_i)  Lx„l-^ , 


(')  Quand  nous  parlons  de  la  plus  grande  ou  de  la  plus  petite  valcui- 
(Ic/(a7),  il  importe  peu  pour  la  démonstration  que  cette  plus  grande  ou 
cette  plus  petite  valeur  soit  réellement  atteinte  par  la  fonction,  bien  que 
nous  ayons  montré  ailleurs  que  cette  valeur  est  réellement  atteinte. 
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c'est-à-dire  moindre  que 

z'ï.^x  ou  £(X  —  a7o), 

£  désignant  la  plus  grande  des  différences  M/  —  |i./  qui  peut  être 
prise,  comme  on  l'a  vu  au  paragraphe  précédent,  aussi  petite 
que  l'on  veut,  si/(^)  est  continue;  il  en  résulte  que  la  diffé- 
rence A;;^  —  B„i  pourra  être  prise  aussi  petite  que  l'on  voudra  ; 
mais 

A/;,    >    A,  B     >     B;;,     ! 

donc 

A,,, -hB>  A--B,;, 

ou 

A/;,  —  B/;;  >  A  —  B: 

donc  A  —  B  peut  être  supposé  aussi  petit  que  l'on  veut  et, 
comme  A  etB  sont  fixes,  on  a  A=  B,  et  A;^  et  Bm  ont  même 
limite;  or 


A,„ 


2   f{xi-\-^\Xi)lxi>B> 


la  quantité  écrite  entre  A„,  et  B;„  a  pour  limite  l'intégrale 
I    f[x)dx  par  définition.  A^  et  Bm  ayant  même  limite,  l'in- 
tégrale  en  cjuestion  existera  et  sera  cette  limite. 


c.    Q.    F.    D. 


VI.  —  Propriétés  fondamentales  des  intégrales  définies. 

Première  propriété.  —  Soient  a,,  <^2  7  •  •  • ,  «^«  des  nombres 
croissants  compris  entre  Xq  et  X,  on  a 

(i)      /    f{x)dx=   /     f{x)dx-^   /     f{x)dx-\-...-^    /    f{x)dx. 

-^Xo  '/^o  ^^"i  ^«» 

En  effet,  en  subdivisant  l'intervalle  compris  entre  ^o  et  X  au 
moyen  des  valeurs  suivantes  données  à  x 

Xi,       Xi,       ...,       >Xp-ij       cil,      ^IJ       ^'25        •^i-l'       ^2,        •••' 
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il  vient 

f  f{x)dx  =  lim [f(xo)^Xo  -^/{xy  )  A^i  -^ .  . .  -^f(xp-i)lx,,.i 


-\-f{  «2  )  Aa,  -^./(^2)  ^A  — .  .  .  -^/(a7';._  i)  Ax;'_i 


Or  la  quantité  écrite  sur  la  première  ligne  du  second  membre 
1     f{x)dx,  ....  La  formule  (i)  se  trouve  donc 
démontrée. 

Deuxième  propriété.  —  Soit 

F(^)  =  a^{x)zt  byX^)±c'h{x)±.  .., 

a,  b^  c,  ...  désignant  des  constantes  en  nombre  fini;  on 
aura 

f   F{x)dx  =  a  I     o{x)dx±-b  j     y{x)dx±.... 

En  effet,  on  a 

XXX 

^¥ {x)\x  =  a^o{x)\x  ±  b^X{x) \x  dz.  .  .; 

Xf)  .T'o  Xg 

(m  faisant  tendre  les  \x  vers  zéro  et  en  passant  aux  limites, 
on  a  la  formule  précédente  (bien  entendu,  on  suppose  que 
toutes  les  intégrales  considérées  existent  et  sont  en  nombre 
limité). 

Troisième  propriété.  —  Si  Von  désigne  par  G  une  quan- 
tité comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
que  puisse  prendre  fi^x^  quand x  varie  de  Xq  àX,  on  aura 


(I) 


f  f{x)dx  =  {X-Xo)G. 


En  effet,  la  somme 

/  (a7o  4- 6o  Aa7o  )  A;ro -T-/(ari -h  6i  A^i  )  A^i  4- . .  . 

-r-f{Xa-x  +  6„_i  Aa7«_i)Aa7„. 


corn- 


22  CHAPITRE     II. 

qui  a  pour  limite  /    f{x)dx,  est  évidemment  toujours 

prise  entre  les  deux  suivantes,  où  m  et  M  désignent  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  la  fonction 
f{x)  quand  x  varie  de  Xq  à  X, 

7n(\xo  -T-  Aa7j  -h. .  .-r-  Ar„_i)  =  m{X  —  Xq), 
M ( ^xq  +  A^i  -:  ■ . . .  -f-  Aa^,,_i  )  r^  M (X  —  xo  ) ; 

il  en  sera  par  suite  de  même  de  la  limite  /  f(^x)dx\  donc, 
G  désignant  une  quantité  comprise  entre  ni  et  M,  on  aura 


i 


f{x)dx^-^  G(X  — ^o)- 


Si  la  fonction /(^)  est  continue  entre  ^o  etX,  elle  passera, 
comme  l'on  sait,  par  la  valeur  G  pour  une  valeur  de  sa  variable 
comprise  entre  ^o  et  X.  Une  telle  valeur  peut  être  représen- 
tée par  Xq^^\.  —  Xq^  0  désignant  un  nombre  compris  entre 
o  et  I  ;  on  a  alors  dans  ce  cas,  au  lieu  de  (i), 

(2)  /    f{x)dx  =  {X-œ,)f{x,-^^X-x,). 

G  sera  le  plus  souvent  une  valeur  de  /(^)  correspondant  à 
une  valeur  ^o-i-8(X  —  Xç^)  de  x^  comprise  entre  .^0  et  X. 
Toutefois  il  n'en  sera  certainement  ainsi  que  si  Ton  sait  que 
f{x)  reste  continu  entre  Xq  et  X.  Ainsi,  dans  le  cas  où.  f(x) 
ne  sera  pas  continu,  la  formule  (2)  devra  être  remplacée 
par(i). 

Quatrième  propriété.  —  La  dérivée  de  U intégrale 
I    f(x)dx 

prise  par  rapport  à  X  sera  f  {IL),  si  f{x)  est  continu  pour 

^  =  X. 

En  effet,  appelons  j'  l'intégrale  en  question,  Ji  un  accrois- 
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sèment  donné  à  X  et  A"  l'accroissement  correspondant  de  y, 


on  aura 

.x+h 


k=   f       f{x)dx-f  f{x)dx; 
or,  d'après  notre  premier  principe, 

/        f{x)dx^    /    f{x)dx~--   /         f{x)dx- 

^x,  -^T,  ^X 

donc 

XX+/Z 
f{x)dx 

ou,  d'après  le  principe  précédent,  si  f{x)  est  continu  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  X  de  x^ 

on  déduit  de  là,  en  divisant  les  deux  membres  par  l'accrois- 
sement /?, 

|=:/(x  +  e/o, 

et,  en  faisant  tendre  h  vers  zéro,  on  tire 

C.    Q.    F.    n. 
Cette  démonstration  suppose  h  positif,  mais  on  voit  facile- 
ment comment  il  faudrait  présenter  les  choses  si  h  était  négatif . 

Corollaire.   —   Toute  fonction  continue  est  la  dérivée 
d' une  autre  fonction. 

Je  dis  qu'il  existe  une  fonction  ajant  pour  dérivée /(x); 
en  effet,  considérons  l'intégrale 

J'^f{z)dz=u, 

que  l'on  écrit  souvent  ainsi 

rf{x)dx. 

^^0 
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On  vient  de  voir  que  -j-  =zf(^x)]  la  limite  inférieure  Xq  est 

arbitraire,  il  n'y  a  là  rien  qui  puisse  nous  surprendre,  car 
on  sait  qu'il  existe  une  infinité  de  fonctions  ayant  même 
dérivée. 

CizvQuiiiME  PROPRIÉTÉ.  —  Oii  a  611  général,  sif'(x)  est  la 
dérivée  de  f{x)^ 


(0 


J  f{œ)clx=f{X)~-f{x,). 


En  effet,  les  deux  membres  de  cette  formule  ont  même 
dérivée  relativement  à  X,  d'après  notre  quatrième  propriété  : 
donc  ils  ne  peuvent  différer  que  par  un  terme  indépendant 
de  X.  Pour  trouver  ce  terme,  faisons  X  =  ^o,  l'intégrale  sera 

nulle,   car/    f(x)dx=^G(X.  —  Xq)   (([uatrième   propriété) 

et  s'annule  pour  X  :=  Xq;  mais,  pour  X  =  .ro,le  second  mem- 
bre est  nul  aussi;  donc  le  terme  indépendant  de  X  dont 
devaient  différer  les  deux  membres  de  la  formule  (i)  est  nul, 
et  cette  formule  a  lieu.  c.   q.   f.  d. 

Toutefois  cette  formule  (i)  cesserait  d'être  exacte  si  la  fonc- 
tion /(^)  était  discontinue  entre  Xq  et  X;  en  effet,  deux 
fonctions  qui  ont  la  même  dérivée  ne  sont  égales,  à  une  con- 
stante près,  qu'autant  qu'elles  sont  continues.  Une  fonction 
discontinue  peut  très  bien  avoir  sa  dérivée  nulle,  et  par  suite 
deux  fonctions  ayant  une  dérivée  nulle  peuvent  très  bien 
différer  entre  elles  par  une  fonction  discontinue. 


VII.  —  Généralisation  de  la  notion  d'intégrale  définie. 

Nous  représenterons  encore  par  la  notation  /    f(x)dx  1; 
limite  de  l'expression 

(  /(To+0oA.ro)A27o-f-/(^i-l-0iA5:i)-^^i-^... 
\  +/(-^/i-i  +  0„_,  A:r„_,  )A^,,_j, 
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qnnnd  les  quantités  Xq^  x^^  x-2,  .  .  . ,  X,  au  lieu  d'être  crois- 
santes, seront  décroissantes  ;  ainsi,  dans  une  intégrale  définie, 
on  pourra  supposer  la  limite  inférieure  plus  grande  que  la 
limite  supérieure.  L'expression  (i)  peut  encore  s'écrire 

(  2  )  i 

X,),  ^15  •  •  •  désignant  des  quantités  comprises  entre  u  et  i  ^ 
si  Ton  écrit  les  termes  de  cette  somme  dans  un  ordre  inverse 
et  si  l'on  observe  que  A^/=^,_,_i  —  Xi,  si  l'on  pose  enfin 
•^1  =  ^-n-i  )  ^2  =  ^n-2^  .  .  . ,  Xfi_\  =  Zi^  on  aura 

il  viendra,  au  lieu  de  (2), 
-[/(X  +  X,,_iAX)AX 

c'est-à-dire  par  définition  —   /     f(^x)dx. 

On  a  donc  la  relation  suivante,  qui  joue  un  rôle  important 
dans  la  théorie  des  intéîrrales  définies, 


'Cl 
X 


/    f{x)dx  =  —    /      f{x)dx. 
'xc.  d  \ 


Cette  formule  est  d'accord  avec  la  formule 


/ 


X 

f{x)dx=.f{X)-f{x,) 


=-[/(^o)-/(X)]^-  ry{x)dx. 

Enfin,  pour  achever  de  définir  le  symbole  /  f(x)dx,  nous 
définirons  /  f(x)dx,  /  f(x)dx,  /  /(x)dx  comme  les 
limites    vers    lesquelles    converge    l'intégrale   /    f(x)dx    : 

«/ru 

i'^  quand  X  croît  indéfiniment;  2°  quand  Xq  décroît  indéfini- 
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nieni;  3°  quand  Xq  et  X  tendent  respectivement  vers  — oo 
et  +  co  .  Par  exemple,   /     -—  dx  est  égal  à  —  ^  —  ( —  i)  ou 

kl  —  ^:  donc    /     --  sera  la  limite  de  i  —  ^  pour  X  =  ce 


OU    1 


VIII.  —  Des  intégrales  indéfinies. 

Nous  avons  appelé  intégrale  indéfinie  o\x  simplement  inté- 
grale de /(x)  une  fonction  dont  la  dérivée  est /(x).  Cette 

fonction  existe;  en  effet,   /    /(;3)<i^  a  pour  dérivée,  par  rapport 

à  x^  f[^)  ;  j'ajoute  que,  Xq  étant  arbitraire,  il  y  aura  une  infi- 
nité de  fonctions  ayant  pour  dérivée /(.r).  Toutes  ces  fonc- 
tions, d'ailleurs,  ayant  la  même  dérivée  f{x)  ne  peuvent  dif- 
férer que  par  une  constante.  Ainsi 

rf{z)dz         et         £  Az)dz 
ont  pour  différence  /    /(z)dz,  qui  est  bien  une  constante, 

•/ro 

c'est-à-dire  une  quantité  indépendante  de  x. 

Une  intégrale  indéfinie  n'est  donc  autre" chose  qu'une  inté- 
grale définie  dont  la  limite  inférieure  est  indéterminée.  L'inté- 
grale indéfinie  de/(^)  se  représente  ainsi 

Jf{x)dx, 
notation  équivalente  à  /    /{z)dz,  Zq  étant  indéterminé. 
Exemple  : 
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En  général,  on  a 

l  f'{x)dx  =f(x)-^  const. 

Mais  nous  nous  dispenserons  d'écrire  la  constante,  elle  sera 
toujours  sous-entendue  et  supposée  comprise  dans  le  signe  /  ; 

ainsi  nous  poserons 

Jf(x)dT=/{x), 

et  cette  égalité  aura  lieu  à  une  constante  près.  Comme  on  le 
voit,  la  notation  l  f{x)dx  peut  servir  à  représenter  la  fonc- 
tion dont  la  dérivée  est/(^);  nous  l'adopterons  pour  cet 
usage,  mais  nous  emploierons  aussi  dans  quelques  circon- 
stances les  notations  -,—±i  ou  D~^/(^)  ou  même/"'(:c). 

Quand  on  a 
(i)  f{x)  —  au  +  bv^cw--.... 

a,  b^  c,  .  .  .  désignant  des  constantes  et  u,  v,  «\  .  .  .  des  fonc- 
tions de  x^  on  en  conclut 


(^) 


/  f{x)dx  =  a  I  iidx  -^  b  I  V dx  -^  c  j  w dx  -\-. .  .. 


En  effet,  en  différentiant  l'équation  (2),  on  retombe  sur  (i); 
donc  les  deux  membres  de  (2)  sont  égaux  à  une  constante 
près.  Cette  proposition  résulte  d'ailleurs  de  ce  qu'une  inté- 
grale indéfinie  est  une  intégrale  définie  dont  la  limite  infé- 
rieure est  indéterminée. 

Il  est  souvent  utile  d'observer  que 

/  II'  (j^' {u)dx  =^  c^(u). 

Ainsi  /  —  <^^  =  logw;  donc,  par  exemple, 

/x  dx         1    f  ix  dx        1  ,      , 

Très  souvent  les  fonctions  que  l'on  a  besoin  d'intégrer  sont 
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des  sommes  de  fonctions  dont  l'intégrale  nous  est  connue,  ou 
des  fonctions  dont  l'intégrale  est  connue  a  priori  d'après 
l'expérience  que  l'on  a  du  calcul  des  dérivées  ;  ainsi  l'on  recon- 
naît que 

cosx  dx  =  %\nx,  le^dx  =  e^,  1  x'"  dx  =  •>      •••; 

l'intégration  est  alors  dite  immédiate.  Mais  très  souvent  aussi 
l'on  a  besoin  de  recourir  à  des  procédés  spéciaux  pour  décou- 
vrir l'intégrale  de  cette  fonction  donnée.  Ce  sont  ces  procédés 
que  nous  allons  tout  d'abord  exposer,  en  avertissant  qu'ils  ne 
conduisent  pas  toujours  au  résultat  cherché. 


IX.  —  Intégration  par  parties. 

La  méthode  d'intégration  par  parties  repose  sur  l'applica- 
tion simple  ou  répétée  de  la  formule 


(0 


l  u  dv  ^  iw  —  j  V  du. 


On  la  démontre  en  observant  que 

diw  —  u  dv  -h  V  da 
ou,  en  intégrant, 

uv  ^=  j  u  dv  -\-  I  V  du  ; 

en  résolvant  par  rapport  k  I  u  dv,  on  a  la  formule  (i)  qu'il  fal- 
lait établir. 

En   appliquant  cette  formule  à  l'intégrale  /  io^x  dx.,  par 
exemple,  et  en  faisant  log^  =  z^,  dx  =  dv^  on  a 


/  \o^x  dx  =  X  \o^x  —  j  dx  =  X  log. 
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X.  —  Différentiation  sous  le  signe  /  . 

Dn  autre  procédé  d'intégration  très  fécond  consiste  à  dif- 
férentier  une  intégrale  connue  par  rapport  à  un  paramètre 
variable  que  l'on  y  introduit  pour  les  besoins  de  la  cause. 
Nous  démontrerons  d'abord  la  règle  et  nous  la  ferons  suivre 
d'applications. 

Soit 


(i)  u=   I     f{x,  a) 


dx 


une  intégrale  définie  :  nous  supposerons  que,  pour  des  valeurs 
variables  de  7.^f[x^  a)  reste  fini  et  continu,  quand  a:  varie  de 
Xo  à  X;  nous  supposerons  aussi  que  la  dérivée  de  f(x)  rela- 

tive  a  a,  y  j  reste  imie  et  continue  par  rapport  a  x.  hn  chan- 
geant alors  a  en  a  4-  /i,  on  a 

w -f- Aîi  —    /     f{x^  "j.-^  h)dx 

et,  par  suite, 

A//          r^  f(x,  a  +  A)  —  /•(.r.  a)    , 
-h=J.     ' h- ^^' 

c'est-à-dire,  en  appelant  z  un  infiniment  petit, 

-^  =  y      [f'a.{x,y.)-^i'\dx. 

Mais  /  £  dx  est  égal  à  une  valeur  E  de  s  comprise  entre  son 
maximum   et  son    minimum    multipliée    par  X  —  Xq\    donc 


/ 


£  dx  tend  vers  zéro  avec  A,  donc  enfin 


T      ^^'  ^^"  f   ^'  r  \  .7 


h       d% 


ce  qui  montre  que,  pour  dlffé/ entier  une  intégrale  dé/i nie 
par  rapport  à  un  paramètre  variable  qu^elle  contient,  il 
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suffit  de  diffé rentier  par  rapport  à  ce  paramètre  la  quan- 
tité placée  sous  le  signe  j  . 

Mais  cette  conclusion  est  soumise  à  cette  restriction,  que 
f{x,  a)  doit  avoir  une  dérivée  unie  /^(x^  a)  par  rapport  à  œ 
et  oc.  11  faut  aussi  supposer  les  limites  Xq  et  X  indépendantes 
de  a.  Nous  verrons  plus  tard  comment  on  devrait  faire  si  Xq 
et  X  étaient  fonctions  de  a. 

S'il  s'agit  d'une  intégrale  indéfinie,  telle  que 

f  f(cr,  a)dx^ 

on  la  supposera  mise  sous  la  forme 

/    A^,^)d3     ou       /    f{x,  a)dx; 

et,  s'il  est  possible  de  supposer  Xq  assez  rapproché  de  x  pour 
que,  entre  les  limites  x^  et  x,  f{x,  oc)  ait  une  dérivée  -^  finie 
et  continue  par  rapport  à  ^  et  a,  on  aura 

--  fAi^,  a) 


d.x. 


07. 

De  même,  de  l'équation 
(i)  u^-    l    f{x,  y.)dx 

on  peut  conclure 

(2)  /     udoi^l     dx      I     f{x,oL)dy.\- 

En  effet,  en  différentiant  par  rapport  à  A,  on  trouve 

u(A.)  =    I    f(x,  x\)dx 

et,  en  particulier,  comme  cette  formule  a  lieu,  quel  que  soit  A, 

u(cl)  =  u  —    I     f{x,  ce)  dx. 
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Nous  voyons  que   /     iiclxel  j     dx\    1    /(^r,  a)<ia    ontmême 

dérivée,  en  vertu  de  (i);  donc  leur  différence  est  constante. 
Or,  pour  A  =  <^o,  elle  est  nulle,  donc  elle  est  toujours  nulle  ; 
la  formule  (2)  est  par  suite  exacte;  on  peut  l'écrire 

/     doL  j     f{Xj  %)dx  —    I     dx  I     f{x,  cL)d'x, 

mais  toujours  avec  les  mêmes  restrictions  relatives  à  la  con- 
tinuité. Une  intégrale  indéfinie  se  ramenant  toujours  à  une 
intégrale  définie,  on  pourra,  comme  Ton  voit,  intégrer  une 
intégrale  indéfinie  par  rapport  à  un  paramètre   variable   en 

intégrant  la  quantité  placée  sous  le  signe  /  . 
Exemple.  —  On  sait  que  l'on  a 

en  différentiant  par  rapport  à  a,  il  vient 


/, 


dx 


ce  qui  est  exact.  En   intégrant  au  contraire  depuis  a  =  ao 
jusqu'à  a  =:=  a,  on  trouve 

—  /  (i:r[log(^  —  a)  — log(^  —  <2o)]  =    /     log(a7 — a)<:/a. 


XI.  —  Intégration  par  substitution. 

Voici  peut-être  la  plus  importante  des  méthodes  d'inté- 
gration; elle  consiste  dans  un  changement  de  variable.  Con- 
sidérons rintégrale 
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on   peut  substituer  à  cette   formule  celle  ci-après,   qui  est 

équivalente, 

du 

et,  en  remplaçant  x  par  une  fonction  o[t)  de  /, 
du 


ou 


on  en  conclut 


^o'(0=/(<?)?'(') 


^'=/(.)ç(0; 


i^=f/W^'in 


dt. 


et  l'on  a  ainsi  u  en  fonction  de  t,  ce  qui  sera  souvent  plus 
commode  que  de  l'avoir  en  fonction  de  x.  En  définitive,  le 
calcul  qu'on  vient  de  faire  consiste  à  remplacer  x  par  cp  et  dx 

par  o' {t)dt. 

Exemple.    —    En   général,   pour  calculer    j  J'[x  ±cf.)dx^ 
on  pourra,  sans  écrire  de  limites,  poser 

a7=ta=:if         ou         x=^t~L'x,         dx  ^=  dt, 

et  l'on  aura 

j'f{x±:,)dx=Jf{t)dt. 

Dans  les  applications,  il  n'est  pas  nécessaire  d'écrire  les 
limites  Xq  et  x^  s'il  s'agit  d'intégrales  indéfinies,  puisque  t^ 
est  indéterminé  comme  Xq.  Quand  il  s'agira  d'intégrales 
définies,  il  faudra,  au  contraire,  calculer  avec  soin  la  valeur  ^o 
de  t  qui  correspond  k  x  ^=  Xq\  mais  nous  reviendrons  ailleurs 
sur  cette  observation,  qui  est  d'une  grande  importance. 

XII.  —  Intégration  des  fonctions  rationnelles. 

L'intégrale  de  ^"',  tant  que   m  est  différent  de  — i,  est 
égale  à  - — ^ —  L  intégrale  de  x~^  est  log^;  on  ne  pourrait 
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11,,.        1      .r'«+i  .  „  . 

pas  la  déduire  de ,  comme  on  voit,  en  taisant  ^  =  —  i , 

au  moins  directement.  Mais,  comme  l'intégrale  de  x"^  est 

aussi ,  c  désignant  une  constante  arbitraire,  on  a 

cru  pouvoir  faire  tendre  m  vers  —  i  dans  cette  expression 
qui  tend  elle-même,  pour  771=  ^  i,  vers  log.^;. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'intégrale  d'un  polynôme,  tel  que 

où  «0,  ai^  a.2,  ...  sont  des  coefficients  constants,  sera 
ao  I  dx  -T-  ai  j  xdx  -^.  .  .^  a„i  1  ^'" dx 


ou 


X'  „  X^  X"^+i 

2  3  J7l-i-  l 

à  une  constante  près  que  nous  nous  dispensons  d'écrire, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit. 

Pour  trouver  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle,  on  la 
décompose  en  un  polynôme  entier  E(^)  et  en  une  suite  de 

fractions  simples  de  la  forme   ou    ^  ~^  , 

^  {X  —  a)'"-  {x'^ -{- p X  ■+- q  )"- 

ainsi  qu'on  apprend  à  le  faire  dans  les  Éléments  d'Algèbre. 
Le  polynôme  E(^)  est  facile  à  intégrer,  comme  on  l'a  vu. 
On  a  ensuite 

r\dx      .  r  d.T       ,  ,    , 

J  {x  —  ay>^  J        ^  >  \  —  m 

ou 

c     ^^^      -      A 

J  {x  —  a)'»-  (m  —  i){x  —  a)"'-^ 

Occupons-nous  maintenant  de  l'intégrale 

r     M^-f-N 

/   -1, dx, 

J    x--+-px-{-q 

L.  —  Traité  d'Analyse,  HT.  3 
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dans  laquelle  nous  supposerons  que  x-  -\- px  -{-  q  =z  o  a  ses 
racines  imaginaires.  On  peut  l'écrire,  en  mettant  en  évidence 
la  dérivée  de  x^  -^  px  -j-  q^ 

' 2  M  37 -+- M /? -4- a  N  —  M/? 


I  riMx-\- 

ij  x^ 


OU 


dx 


'ij    x^-+-px-{-q  J    x^-^px-^q 

la  première  intégrale  est  de  la  forme 

•1  J    II 
a  désignant  x-  -\- px  -\-  q  ou 

sa  valeur  est  —  \os:u  :  on  a  donc 

•1      ^ 

\  J    x^-^px-^q        ' 

]  ^(N-IM^)/'^^'" 

I  ^  ^^^Jx^+px-\-q 


(1) 


Oi 


r        dx 

J     X^  -r-  p  X 


^-.      /    /^^f)-^  -£: 


..:f-^^.) 


cc+P 


*y  I  H- 


en  posant  alors 

9,  dx  , 

(2)  -  =  f,         —~====di. 


v^-i     v^ 


4 
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il  vient 


r        dx 

J    X'-\-pX 


dx 
px  -h  q 


dt 


,2     1  -f-  V^ 


xMais  on  sait  que  la  dérivée  de  arc  tan^:^  est  — ^—  ;    Ç — -—  est 
donc  égal  à  arc  tang^,  par  suite 

t 


r       dx 

et,  en  remplaçant  t  par  sa  valeur  (2) 

r       dx        _ 

J  X'-^px-^q  ~  ^4^— Tpl 
la  formule  (i)  donne  alors 


arc  tangf  ; 


arc  tan  g  - —     ^     ; 


J  x'^-^px  + 


-^dx^  -  Xo^i^x-'-^px^q) 

,    2N  — M/?  IX  ^p 

_j_  ^  arc  tanr  ^ 


s/^q~. 


^W^g 


En  différentiant  cette  formule  n  —  i  fois  de  suite  par  rapport 
a  ^  et  en  multipliant  par  -^—^ y- ,  on  trouve 


J  {X' 


M^^\ 


^px-\-  q)'i 

r-i)«-i 


dx 


1.2.6.  .  .{n  —  1  ) 


1 .2.  .  .{n  —  1; 


M       T .  9, . . .  (  /z  —  -^.  ) 


arc  tang 


2X  -hp 


\^iq 


■p'/J 


On  sait  ainsi  intégrer  toutes  les  parties  dans  lesquelles 
peut  se  décomposer  une  fraction  rationnelle;  on  pourra  donc 
intégrer  la  fraction  elle-même. 

Première  application  : 
dx 


r    dx     ^  ru   dx  dx  \ 

J    \—x-^       J   ^2\i  —  a:         i^x) 


\  log(n-  x)  —  \  log(i  —x)^  logé/''  -|^t5, 
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Deuxième  application  : 

/xdx         1  ,           I 
r=  ilog z,- 
1  —  X^-                        I  —  X- 

Troisième  application.  —  Calculer 
r      dx 

J  {x--ha-)"^' 
Nous  partirons  de 

/dx 
a  I  X 
-^  -  arctang-; 
(  ^  Y            «  « 


posant  a  =  \/a,  nous  aurons 


dx  -i         ^  -I 

=  a    2  arc  tanga    ^x 


€t,  en  différcntiant  m  —  i  fois  par  rappport  à  a, 

/ = , \x   2  arc  tanga    -  x  J  ; 

après  quoi  on  remplacera  a  par  a-. 
Quatrième  application.  —  Trouver 

/dx 
(i  — ip^r' 


(') 


dx 

JïT- 
Ona 


(l  —  X'^)'"-  1  —  ^  (J  — 37)2         •••  I  -h  a? 


A;;ï,  A„i_i,.  .  .  sont  les  coefficients  du  quotient  de  la  division 
de  I  par[i— -(i  — 3)2]'«ou  {2Z  —  z^)"'. 

Le  second  membre  de  (i)  ne  devant  pas  changer  quand  on 
y  remplace  x  par  —  x,  il  faudra  que  A  =:  B;  par  suite, 


H—x^y 
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donc 


XIII.  —  Nouvelle  méthode  pour  intégrer  les  fonctions  rationnelles. 

La  nouvelle  méthode  d'intégration  est  relative  aux  frac- 

tions   de  la  forme  7— i^ ^ —  •  La  méthode   précédente 

donnait  l'expression  a/^-e^rz'^/i^e  de  l'intégrale,  mais  il  restait 
encore  à  effectuer  un  certain  nombre  de  différentiations. 
Voici  une  méthode  qui  donne  l'intégrale  développée.  (Elle 
s'applique  d'ailleurs  au  cas  où  x'^  -\-  px  +  q  aurait  ses  racines 
réelles.) 

On  commence  par  remplacer  x-  ^  px  ^  q  par  une  somme 
de  carrés  {x  +  a)-  -f-  p-;  quant  à  M^  +  N,  il  se  met,  à  un 
facteur  constant  près,  sous  la  forme  2(^  +  a)  + A,  A  dési- 
gnant une  constante,  et  l'on  est  ramené  aux  deux  intégrales 

.(x  ->r-  y^  ,  r  dx 


Si  Ton  pose 

(a7-h  a)2+ (^2  :^  î/,         i{x  -{-  a.)dx  =  du, 

la  première  prend  la  forme  /  — ^  et  s'intègre  immédiatement. 
On  n'a  donc  plus  à  s'inquiéter  que  de  la  seconde 
r  dx  _      I  /''  dx 

on  pose  alors 

Q       =  t,         dx  =  '^dt, 

et  l'on  a 

dx  I        r       df 


r  dx  _     I      r d 


v^y 
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On    est  ainsi    ramené    à    calculer     /  — ---;    on   y    arrive 

comme  il  suit  :  on  pose 

_  r     dt      _  rdt{\-\-t'^)  _  r    ndt 


ou 

OU 


_-  \  \  r  it.dt 


On  applique  alors  la  règle  d'intégration  par  parties 

I  u  dç  =  uç  —  I  V  du, 
on  prend ^—  =^  dç  el  t  =z  u  :  on  a  alors 

r  (i-H-  ^2  yn 


et,  par  suite  (p.  28), 

df 


A/«  —  J^m-l 


-2 ^ r_-L 


2  (1+  t'y 


ou,  en  observant  que  l'intégrale  est  égale  à  ■ — ^377 


A     _  \         2  m  ^  3 


2  /yi  —  2         2  /M  —  2  (  I  H-  ^-  )'"-i 
En  faisant  dans  cette  formule  m  =  2,  3,  .  .  .  ,  en  observant  que 

dt 


on  trouve 


r    dt 

Al  =r:   /  —'71  =  ^^'^  tang^ 


A2  =   Al  -  H , -rri 

2  2    (14-  ^^) 

i    3        I  ^ 
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on 

en 

tire 

Ai 

arc  tang?, 

A2 

= 

\  arc  tang^  H 

1 
2   I 

t 

j 

-+-  f^ 

A3 

= 

1.3 

arc  tan g 

2.4 

1.3  t 

2.4  1  +  ^^ 

'   4  (I 

t 

^.+  t'-Y' 
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(  Voir  les  exercices  \  et  4  à  la  lin  du  Chapitre ). 

XIV.  —  Sur  les  intégrales  des  fonctions  imaginaires. 

11  y  a  souvent  avantage  à  considérer  une  fonction  réelle 
comme  la  somme  ou  la  difFérence  de  deux  fonctions  imagi- 
naires, et  à  faire  porter  l'intégration  sur  ces  fonctions  imagi- 
naires. Étant  donnée  une  fonction  X  -f- Yy/ —  i,  imaginaire 
de  x^  dans  laquelle  X  et  Y  sont  des  fonctions  réelles  de  x,  il 
est  clair  qu'elle  a  une  intégrale  et  que  cette  intégrale  est 

Cxdx  -+-  (  I'ycIcc)  /^. 

En  effet,  la  dérivée  de  cette  quantité  est  bien  X  -j-  Y  ^ —  i  ; 
en  second  lieu,  comme 

f   Xdx  =  \\m^X^x,  f   Ydx  =  Um\Y\x, 

il  est  évident  que  l'on  aura 

f   (X-hY  /^}dx==l\ml    \x^x-i-s/~~i^Y^x 

Si  l'on  voulait  obtenir  l'intéerrale  de  j^, —   sous   forme 

algébrique,  on  pourrait  écrire 

■     =-^f ^^    - '= 
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et  déterminer  A,  B,  ...  ;  l'intégration  donnerait  alors  le 
résultat  sous  forme  imaginaire.  Mais  cette  façon  d'intégrer 
les  fractions  rationnelles  est  peu  usitée. 

XV.  —  Intégration  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  d'un  radical. 

A-près  avoir  intégré  les   fractions   rationnelles,    on    a   dû 
chercher  à  intégrer  les  fonctions  irrationnelles.  Le  monôme 

^"*  s  intègre,  quel  que  soit  ni^  et  donne  ^ ;  on  a  dû  ten- 


ter alors  l'intégration  des  fonctions  de  la  forme  yF(^),  où 
F(^)  désignait  un  polynôme  quelconque  ;  mais  on  a  bien  vite 
reconnu  la  difficulté  d'un  pareil  problème,  et,  dans  les  élé- 
ments du  Calcul  intégral,  on  se  borne  à  montrer  que  les  fonc- 
tions rationnelles  de  ^  et  d'un  radical,  tel  que  \Jax-  -h  bx  -\-  c, 
où  a,  b,  c  sont  des  constantes,  est  toujours  intégrable  en 
lermes  finis  5  l'intégrale  du  radical  sjax'"^  +  bx-  -\-  ex  -\-  d 
engendre  déjà  une  transcendante  nouvelle,  la  fonction  ellip- 
tique, qui  n'est  réductible  à  aucun  type  de  fonction  étudié 
jusqu'à  présent.  L'objet  de  ce  paragraphe  sera  l'intégration 
des  différentielles  de  la  forme 

F  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de 


R  =z  \l ax'^  -\-  bx  -^  c^ 

a,  b,  c  désignant  des  constantes. 

Une  pareille  expression  est  toujours  intégrable,  en  termes 
finis,  car  elle  se  ramène  théoriquement  à  une  fonction  ration- 
nelle, et  cela  de  plusieurs  manières  : 

1"  Si  l'on  pose 

sj ax'^  -t-  6a?  -h  c  =  ^  \l a  -r-  ^, 

on  a,  en  élevant  au  carré, 

bx  -T-  c  ^=^  1ZX  s/ a  -^  z-, 

z^  —  c 

X  =  ■ ; 

b  —  iz  \/a 
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X  et  dx  seront  donc  rationnels  en^;  quanta  sjax'^  +  bx  +  c, 
Il  est  égal  à  x\Ja-\-z^  et,  par  suite,  il  est  aussi  rationnel; 
l'intégrale 

/  F(\/a^'-  -\-  b X  -\-  c ,  x)  dx 

prendra  donc  la  forme 

où  <I>  sera  une  fonction  rationnelle. 


Exemple.  —  Soit  à  calculer 


On  pose 


/ 


dx 


y/- 


\/  x'^  -^  a'^  =  X 


1ZX  ^  Z',  X  z= 


dx  — 


dz, 


et  l'on  a 

/    ,^r- — -.  ^~  1~7  ^  -  log  ^  =  —  log(v/a72  +  a2  ~  x) 

=  Jog(a7H-  \/x'^-+-  a-) —  2  loga: 


=  l0i 


\/x^  +  a^  —  X 


et,  comme  le  résultat  a  lieu  à  une  constante  près,  on  peut 
écrire 

dx 


f. 


=  log(:p  -v-  \/x'^-\-  a-  ^ 


Cette  formule  est  à  retenir. 

2°  Quand  le  coefficient  de  x-  est  négatif,  la  transformation 
précédente  introduit  des  imaginaires;  on  peut  alors  appliquer 
la  suivante  :  on  pose 


yjax'  -\-bx  -^  c  =  \Jc  -\-  ux\ 
on  a  alors,  en  élevant  au  carré, 

ax'^'-^-bx  =  iux\fc  -^  u'^x-, 
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d'où  l'on  tire 

u\J  c  —  h 


X  = 


x^  le  radical,  et  dx  sont  alors  rationnels  en  u  et  du  et  l'on  est 
ramené  à  intégrer  une  fonction  rationnelle  de  u. 

3*  Quand  a  et  c  sont  négatifs  tous  les  deux,  on  ne  peut 
plus,  sans  introduire  d'imaginaires,  appliquer  les  méthodes 
précédentes.  Si  alors  le  trinôme  ax^  -f-  hx  +  c  a  ses  racines 
a,  j3  réelles  (s'il  n'avait  pas  ses  racines  réelles,  le  radical,  por- 
tant sur  une  quantité  essentiellement  négative,  serait  alors 
imaginaire  et  l'on  ne  pourrait  éviter  l'emploi  de  ces  quan- 
tités), on  écrit 

\J  ax'^  -^  bx  -\-  c  =■  sj — as/{x — a)(P — x), 
et  l'on  est  conduit  à  intégrer  une  expression  de  la  forme 

I  dxF[x,  ^ïx  —  aj{<^  —  x)], 


où  F  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  \/{x  —  o^)(P  —  •^)  5 
on  pose  alors 

3 ,^ 

X  —  a 

d'où  l'on  tire  x,  dx  et  {/ sous  forme  rationnelle  en  z, 

^  y    X  —  1  ' 

et  le  problème  se  trouve  ramené  à  l'intégration  d'une  fonc- 
tion rationnelle.  La  même  méthode  s'applique  aussi  au  cas 
où  (2  et  c  ne  sont  pas  négatifs. 

Exemple.  —  Soit  à  intégrer 

r       dx        _       r djr^ 

^/  '  \    X  —  a 
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On  posera 


X  ^  a 


X  —  a 
d'où 
;/s  X  =  a  — :.         dx  =  ~  a  -— -—  az, 

et  l'on  aura 

j/^-2_,,2  J     \-Z'  J     \\  —  Z  V-\-z)  ^I 

En  remplaçant  ^  par  sa  valeur,  nous  aurons 

dx  sj X  —  a  -4-  y/a;  -i-  a 


(-^==log 


v/;r'^  —  a^  \/ X  —  a  —  sj x  -+-  a 


I  —, — ==  log(^+ \/^'2  — a^j; 


en  n'écrivant  pas  la  constante  — -  2  log( —  a)  dans  le  second 
membre,  ce  qui  est  inutile. 

On  pourrait  de  la  même  théorie  déduire  l'intégrale 


I 


r     dx 

J  7^^ 


mais  il  vaut  mieux  observer  que 


r     dx  j 

J   s/ct-  —  x'^  J 


dx 


a  .     X 

-  =  arc  SU!  - 
a 


Ces  trois  formules 

J  v/^2  +  ^2 

r      dx  .   X 

I   — =  arcsin  — 

J    y/«2_^2  a 

sont  importantes  :  il  est  l)on  de  les  retenir. 


44  CHAPITRi:    II. 

XVI.  —  Méthode  rapide  pour  le  calcul  de  l'intégrale  d'une  fonction 
rationnelle  de  œ  et  d'un  radical  \/ax--^-\- bx  i-  c. 


Si  nous  désignons  par  R  le  radical  sj'(^iX'  ^  bx  -\-  c^  toute 
fonction  rationnelle  de  x  et  du  radical  pourra  se  mettre  sous 
la  forme 

^       \{x,  K)' 

cp  et  'l  désignant  deux  fonctions  entières  de  x  et  de  R.  Or 
toute  fonction  de  ^  et  de  R  entière  se  ramène  à  la  forme 
A  4-  RR,  où  A  et  R  sont  des  fonctions  entières  de  ^  ;  on  peut 

donc  écrire 

A  -4-BR 
J  ~  C-i-DR' 

A,  R,  G,  D  désignant  des  fonctions  entières  de  x.  Si  Ton 
multiplie  alors  haut  et  bas  par  G  —  DR,  on  est  ramené  à  la 
forme 

P  +  QR^         S  =  C2-D2R2, 

-^  b 

où  P,  Q,  S  sont  fonctions  entières  de  ^  ;  on  a  d'ailleurs 

ce  que  Ton  peut  encore  écrire 

-^  ~  S         RS  * 


Si  l'on  veut  alors  intégrer  la  fonction  /,  on  sera  ramené  à 
intégrer  la  fonction  rationnelle  g  (que  l'on  sait  intégrer)  et 
une  expression  de  la  forme 


N    _!_ 

M  R 


où  ^  est  une  fonction  rationnelle.  En  la  décomposant  en  élé- 
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ments  simples,  on  est  finalement  ramené  à  une  somme  de 
termes  de  la  forme 

"rT  '     (a?  — a)"^K '     {^x'^-^ px-\-  ^)«R ' 

//?,  a,  [JL,  v,/>,  ^  désignant  des  constantes,  et  que  nous  allons 
apprendre  à  intégrer  successivement. 

Avant  toute  intégration,  il  sera  bon  de  ramener  par  un 

changement  de  variable  le  radical  Vy.^=\J ax"^ -\- bx -^  c  à 
Tune  des  formes  y/^-iha-,  \J a-  —  x-\  à  cet  effet,  on  met- 
tra ax-  -\-hx  -^  c  sous  la  forme  d'une  somme  ou  d'une  dif- 
férence de  deux  carrés;  on  aura  alors  l'une  des  combinai- 
sons 


(■) 

ax'*-  H-  bx  H-  c  = 

(mx  -f-  /i)2  +  /:2^ 

(2) 

ax""--^  bx-\-  c  = 

(mx-h  iiy  —  k^', 

(3) 

ax""-  -^-  bx  -\-  c  —  - 

—  {mx  H-  ny  -h  k^, 

où  ni,  n^  k  sont  des  constantes. 

J'exclus  le  cas  où  ax-  -\-  bx  ^  c  serait  un  carré,  parce 
que  la  fonction  à  intégrer  ne  serait  plus  irrationnelle  ;  j'exclus 
aussi  le  cas  où  ax-  -\-  bx  -\-  c -^  —  i^mx  +  n^  —  A"-,  qui  se 
réduira  au  cas  (i)  en  mettant  en  évidence  l'imaginaire  y/ —  i 
que  l'on  ne  peut  éviter.  On  posera 

,         dz 

mx  -{-  n  =^  z.         dx  —  - —  , 
m 

et  l'on  aura  l'une  des  formes  suivantes  de  l'intégrale  à  cal- 
culer 

Jo{z,s/^^±k')dz,    J'o{z,^W^rj,)a^, 

Ainsi  nous  supposerons   toujours  le  radical   de  la  forme 

v/^2  ±  A-2       OU       ^k-^—Z^. 

(Cette  restriction  n'est  pas  absolument  nécessaire,  mais  elle 
simplifie  généralement  les  calculs.) 
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X 

Vt 

A  -  r , 

s/k'-  —  »2  ' 


Intégration  de  —  —  On  posera 

(l)  A;;,-      ^ 


puis,  en  observant  que 


m+l 


o?.^'«  \J k-  —  x'^=(  ma?'"-!  y/^2  _  ^2 —  )  c/:r 


d.x'"  /A:2  — ^72  =  [//2i:2^/«-i_(,7i  _u,)^m-+i] 


dx 


en  intégrant  et  en  ayant  égard  à  (i),  on  trouve 

xm  y//^2  —  X-  =  mW^kin-i  —  (/?i  -h  1)  A,„+i  ; 
on  en  conclut 

(.)  A„,^,=  ^^  A_,-  ^^-^v//c^-^2. 

Or  on  sait  que 

.  r       dx  .   X 

A(,=   I  -  =  arcsin-j  , 

La  formule  (2)  donne  alors,  en  y  faisant  w  =  i ,  2,  3,  .  . 

A, -^    —    Ao \//c^-  —  x^,         A3==-^-Ai -v//:-  — ^-, 

21  3  3 

A4  'z  —~  A y/X:2  _  x^-,         A:^  =  i-—  A3 s/k^  —  .2-2, 

4  4  5  ) 


et  un  calcul  simple  fait  connaître  successivement  A2,  A3,  A, ,  — 
Gomme  on  le  voit,  pour  connaître  Aaw,  il  suffît  de  connaître  Aq  ^ 
A,  ne  concourt  pas  à  le  former  et  A2m  est  transcendant.  An 
contraire,  Ao^+i  est  algébrique  et  ne  dépend  que  de  Aj.  La 

/*     x'^  dx 
même  méthode  s'applique  à  l'intéc^rale   /  ",-• 
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►  doc 

Intégration  de j===^'  —  Quand  Je  bi- 
(a?  —  a)'«  y/a^2  ^  i^^  -\-  c 

nome  {x  —  a)"^  entre  au  dénominateur  de  la  fonction  simple 

à  intégrer,  il  n'y  a  pas,  en  général,  avantage  à  simplifier  le 

radical  :  aussi  le  conservons-nous  sous  la  forme  primitive. 

On  a  identiquement 

ou,  pour  abréger, 

ax--T-  b  X  -\-  c  —  a{x  —  cny  -^  b'  {x  —  a)-4-c'; 
donc 

r dx r  d(x~''.) 

J  {x  —  a)"'\/ax^-  +  bx^c      J  {x  —  y.}"' sl^Çx'—  :lY -f- b\x—y.) 4- c' ' 

si  alors  on  pose 

I  ,.  ^  dz 

X  —  a  =  -  ,         d{x — a)--  — — ^, 

■Z  Z" 

on  trouve 

zm-\dz. 


f '^^        - =-f-^ 

J    {X  —  0.)"^  \Jax'^-\- bx -\- C  J    \l a 


On  est  alors  ramené  à  un  cas  déjà  étudié,  et  que  l'on  traitera 
facilement  en  mettant  a -t- b' z -r- c' z'^  sous  la  forme  d'ure 
somme  de  carrés. 

r  •  IIP  r  dxi'xx-^v)      - 

Les  expressions  de  la  forme   / 

J    {x--r-px-]~qy'^  \/ax^ -{-bx  A- c 

sont  assez  pénibles  à  intégrer;  peut-être  convient-il  de  les 
traiter  par  l'une  des  méthodes  exposées  plus  haut  et  de  les 
rendre  rationnelles. 

Faisons  observer,   en   terminant  ces  considérations,   que 

rintégrale  de  — •  est  —  arcsin-*  On  la  trouve  en  rem- 

X  \l x^-  —  I  ^ 

plaçant  la  variable  x  par  -• 

Enfin  il  est  clair  que,  si  l'on  a  trouvé 

dx 


.,.).j 


/(a,  :r)- 


(x  —  a)  \J X-  -\- px 
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on  aura 

d'^~\f         (— [)^^-^  _    r dx 

si  l'on  a  trouvé 

dx{  [xa7  -4-  v) 


/ 


{x'^-\- px  -\-  q^)'"-  \/ ax'^-^  bx  -{-  c 


pour  le  cas  où  m  =  i ,  on  aura  la  valeur  générale  de  cette 
intégrale  en  différentiant  m  —  i  fois  la  valeur  qui  correspond 
au  cas  où  7/2  =  I  par  rapport  k  q  et  en  multipliant  le  résultat 


»ar 


1 . 2 . 3 . . .  (  /n  —  i) 
(  Voir  l'exercice  2  à  la  fin  du  Chapitre). 

XVII.  —  Intégration  de  quelques  fonctions  réductibles 
aux  fonctions  rationnelles. 

Les  intégrales  de  la  forme 

/  dx¥{x,  \J a  —  37,  v/6  —  x\ 


où  F  est  une  fonction  rationnelle  de  x^  y/a  —  ^  et  sjb  —  x, 
se  ramènent  aux  fonctions  rationnelles  ou  plutôt  aux  fonc- 
tions rationnelles  de  x  et  d'un  radical.  Si  l'on  pose,  en  effet. 
a  —  x^=^  z^  ovi  X  -=^  a  —  i;-,  elles  prennent  la  forme 

—  1  CzdzF{a  —  z\  z,  sjb  —  a^z'-). 
On  peut  parfois  simplifier  la  substitution.  Ainsi 


/ 


se  simplifie  en  posant  ,  _     =  8-. 

Nous  considérerons  encore  les  expressions  de  la  forme 


fF(x'^,  xP,  xJ,  ..  .)dx, 
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OÙ  F  est  une  fonction  rationnelle,  et  a,  [3,  v,  .  .  .  des  fractions 
quelconques.  Soit  û  le  plus  petit  multiple  des  dénominateurs 

des  fractions  a,  [3,  y,  ... .  Si  l'on  pose  x^  ^=  z,  où  ^  =  z^, 
l'intégrale  proposée  se  changera  dans  la  suivante 

et  cette  fois  la  quantité  placée  sous  le  signe    /   ne  contient 
plus  que  des  exposants  entiers. 

Une  transformation  analogue  réussirait  encore,  si  l'on  avait 
à  considérer  une  intégrale  de  la  forme 


/ 


F[{a—x)^,  (a  —  cr)?,  (a  — ir)T,  .  .  .]dx. 


XVIII.   -  Intégration  des  différentielles  binômes. 

On  a  donné  le  nom  de  cUJjférentielles  binômes  aux  expres- 
sions de  la  forme 

(i)  x"^{a^bx'^)Pdx, 

«,  6,  m,  n,  p  désignant  des  quantités  indépendantes  de  x\ 
les  trois  dernières  sont  supposées  rationnelles. 
On  peut  toujours  ramener  le  calcul  de  l'intégrale 


/  ^'«(a  +  bxf^)Pdx 


au  cas  où  m  et  n  sont  entiers.  En  effet,  supposons  que,  m 
et  n  étant  réduits  au  même  dénominateur,  on  ait 


1-^ 
m  =  ~i         II 


0  à 

[j.,  V,  ù  désignant  des  entiers.  En  posant 

X  =  z^,        dx  =  ùz^~^  dz, 


on  aura 


I  x"^{a  +  bx'^)Pdx  =  j  ^zV-^^-'^{a  -f-  hz'')Pdz. 
L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  4 
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L'intégrale  transformée  est  de  la  même  forme  que  la  pro- 
posée, et  les  exposants  de  z  sont  entiers. 

On  peut  aussi  supposer  ^i  positif;  car,  s'il  était  négatif,  on 
pourrait  écrire  la  différentielle  binôme  sous  la  for^iie 

dans  laquelle  l'exposant  de  x  dans  la  parenthèse  est  positif 
quand  n  est  négatif. 

On  peut  intégrer  les  différentielles  binômes  dans  deux  cas  : 

1°  quand est  entier  ;  i"^  cjuand ?  n  étant  pas  entier, 

augmenté  de/?,  fournit  une  somme  entière;  en  d'autres  termes, 

quand -j-/?  est  entier.  M.  Tchebycheff  a  démontré  que 

c'étaient  là  les  seuls  cas  dans  lesquels  on  pouvait  effectuer 
l'intégration  au  moyen  des  fondions  algébriques  et  logarith- 
miques directes  ou  inverses.  Nous  verrons  plus  loin  un  moyen 
de  reconnaître  si  une  fonction  irrationnelle  quelconque  peut 
s'intégrer  de  cette  manière. 

Démontrons  d'abord  que,  si est  un  entière,  on  peut 

intégrer  la  différentielle  (i);  on  a  alors 

m  —  ne  —  i  =  n{e  —  i)  +  /i  —  i 
et 

xf'^{a  -i-  bx")Pdx  =  -    i  x'^^<^-^^nx'^-^{a  +  bx'^)Pdx\ 

posons  alors  a  -+-  bx"  =  t,  nbx'^~^  dx  =  dt^  et  nous  aurons 

/  x'"  (a  +  bx^^)Pdx  =1-1-  I  tp(    "7  ^  \       dt. 

Si  e  —  i  est  positif,  on  pourra  développer  (^ — ay~^  par  la 
formule  du  binôme,  et  l'on  n'aura  plus  à  intégrer  que  des 
termes  de  la  forme  t^\  si  e  —  i  est  négatif,  on  achèvera  l'in- 
tégration  en  faisant   un   nouveau  changement  de  variable. 

Soit/?  ■=  -•)  u  Ql  9  désignant  deux  entiers,  on  posera 


t  =  z^,        dt  =  vz^-^  dz, 
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et  l'on  trouvera 

l  x"^ {a -h  b xn)p  dx  =  ^   Z^^^+t^-i  1^  V  ^Y     dz\ 

on  sera  ainsi  ramené  à  intégrer  une  fraction  rationnelle. 

Maintenant  supposons  que -^  p=z  e,  e  désignant  un 

entier;  on  aura 

x>>i {a-\-  bx" )P  dx  =  x"i+np ( a x-n  -{-  b)P  dx, 

et,  en  appliquant  ce  qui  vient  d'être  dit  à  la  nouvelle  diffé- 
rentielle,  on  voit  qu'elle  sera  intégrable  si  ~ — — î-   est 

entier  ou  si h  P  1  est  lui-même. 

La  méthode  d'intégration  par  parties  ou  celle  de  la  diffé- 
rentiation  sous  le  signe  /  sont  souvent  plus  rapides  que  celles 
que  nous  venons  de  signaler.  Ainsi,  par  exemple,  on  a 


/  nx^-^(p  +  i)(aH-  bx")P  dx  =  {a-{-  bx'^)P+^  b-^; 
en  différentiant  i  fois  par  rapport  à  b,  nous  aurons 

J  n  ^«('■+i)-i  (p-^i)(a-^  bx'^)P-'p(p  —  i)..,(p  —  {^i)dx 

_  d'{a-\-  bxf^)P^^b-'^ 
~  dbi  ' 

et  en  changeant  p  —  i  en  q, 

I  n{q  -{-i){q  -\-i)  ..  .  (q  -\-  i  +  i  )  ij7«('+i)-i(a  +  bxf^)ldx 

~  db^ 

On  peut  appliquer  la  méthode  d'intégration  par  parties  à  l'in- 
tégrale 

A,„  =  I  x"^{a-i-  bxn)Pdx. 
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A  cet  effet,  différentions  l'expression  placée  sous  le  signe  /, 
nous  trouverons 

=  [mx"i-'^  a{a  +  b  x'^)P-'^  -\-  mb  x"^^"-'^  (a-h  bx^^)p-^ 

-^pbnx"^+"--\.(^a  -t-  bx"')P~'^]dx, 

c'est-à-dire,  en  changeant/?  en  /?  +  i  et  en  intégrant, 

x"^{a-^  bx'^)p+^  =  makfn-i-^  b{m-{-  np  -^  7i)A,n+n-i, 

formule  de  réduction  permettant  d'augmenter  ou  de  diminuer 
à  volonté  l'exposant  de  x  en  dehors  de  la  parenthèse  de  la 
quantité  /i. 

On  peut  aussi  faire  porter  la  réduction  sur  l'exposant/?^ 
en  effet,  on  a  toujours 

d.x"'{a-+-  bx'^)P 

=  mx"i-'^{a-^bxfi)P  dx  ^pbnxm+n-'^{a  4-  bx'')P-'^dx 

=  [a;'«-i(a  +  bxn)P{np  H-/?i)  —  apnx»^-^{a-^  b x'^)P-'^]  dx ; 

de  sorte  que,  si  l'on  pose 

A;,=  I  x"^(a-\-  bx"')Pdx 

il  viendra,  en  intégrant  et  en  changeant  m  en  /?z  H-  i , 

5?'«+i {a  -\-  b x"-)P  :=  (np  -\-  m -^-  i) Kp  —  apn Ap-i . 
Il  résulte  de  là  que  : 

Toute  intégrale  de  différentielle  binôme  peut  être  rame- 
née à  la  forme 

1  37'»  (a  +  bx*^)Pdx, 

oii  m,  n  sont  entiers  et  oùp  est  compris  entre  zéro  et  V unité, 
si  Von  ne  peut  pas  la  ramener  au  cas  où  p  z=  o;  enfin  on 
peut  supposer  m<^n  et  n'^  o. 

Exemple.  —  Considérons  l'intégrale 

s 


l.ia^-\-x^)   '^dx; 
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pour  la  calculer  nous  poserons 

et  nous  difïérentierons  l'expression 

nous  aurons  alors 

d  -^ 

_p  _p±l 

=  ma7"^-J(a2-f-a72)     2_^^/«+I(^2_^^2)        2 

=  (W— />)^'«-l(a2-l-^2)     2_|_^2^^/«-l(^2_^^2)        2 

OU,  en  intégrant  et  en  faisant  /?z  =  i , 


ou 


Ainsi 


^(«2  +  ^2)     2^(l_^)A^+a2jDA^+2 
A;,+2  =  —  Ap   -^P^   +  -^  (  a2  4-  ^2)"  2  . 

a'-p  a^p  ^  ' 

A5=i^  +  :^(a2  +  ^2)-| 
5a^        oa2  ^  ^      ' 

.  '2  Al  X     ,  -- 

^^^ya2  +  3^(-^  +  -^)  ^; 

or  A,  est  égal  à  log  (^  +  sj a^  +  x^)  :  la  valeur  de  A5  est  par 
suite  connue.  D'ailleurs,  en  différentiant /?  fois  par  rapport  à 
a  la  formule 

\og{x-h\/oL-^-x-^=  I  dx(x^--i-'x)'^, 
on  arriverait  également  au  but. 

XIX.  —  Intégrales  des  fonctions  exponentielles. 

1°  L'intégrale  de  e""-^  est  ^.  En  général,   l'intégrale  de 
F(e«^),  où  F  désigne  une  fonction  rationnelle,  s'obtient  faci- 


'Qax_Q-ax  rz  —  Z-^    dz 
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lement  en  posant  e^^ ■=^  z^  et,  par  suite,  adx.e"-^ ^=-  dz\  d'où 

l'on  tire 

-         dz       ^^       dz 
a  az 

on  a  alors 

Exemples  : 

/Qax__Q-ax  r 

eax_^  e~ax        ~J  ^  _|_  ^-1  az 

On  peut  aussi  observer  que,  à  un  facteur  près  a,  le  numé- 
rateur de  la  quantité  à  intégrer  est  la  différentielle  du  déno- 
minateur ;  donc 

/gax Q—ax  1 

de  même 

/pax  .^  Q—ax  T 

qux  ^  Q-ax  a       ^ 

2°  Lorsque  les  quantités  a,  6,  c,  ...  ont  une  commune 
mesure  0,  l'intégrale 


j  ¥{e^^,  e^^, 


e^^,  .  ..)dx 


s'obtient  en  posant  e^-^  =  z.  On  a  alors 

,        dz 

dx  —  -i=r~ 

oz 

et,  par  suite, 

rF(e«^,  ef^^,  ..:)dx=  |   f^  F{z^,  z^,  ...); 

de  sorte  que,  si  la  fonction  F  est  rationnelle,  on  pourra  tou- 
jours effectuer  l'intégration  par  les  méthodes  exposées  plus 
haut. 

3''  Proposons-nous  maintenant  d'intégrer,  quand  ce  sera 
possible,  une  expression  de  la  forme 


j  F(e^^,  e^-'-^j  ...,  x)dx, 
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OÙ  F  désigne  une  fonction  rationnelle.  Nous  supposerons  les 
nombres  a^  b^  c,  ...  commensiirables  et  nous  poserons 


a  =^  mo. 


m,  n,  .  .  .  désignant  des  entiers.  En  faisant  alors 


l'intégrale  prend  la  forme 

z\  dz 


f 


F  1  e'«-,  e"-,  . 

'  0  /     0 


et  l'on  est  ramené  à  intégrer  une  fonction  rationnelle  de  z 
et  de  e". 

Les  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  e^  ne  sont  pas  inté- 
grables  en  termes  finis,  quand  on  leur  laisse  toute  leur  géné- 
ralité; mais,  quand  elles  sont  entières,  elles  se  décomposent 
en  termes  de  la  forme 

oix  f(^x)  désigne  une  fonction  entière  de  x.  Nous  allons  inté- 
grer cette  fonction  sans  qu'il  soit  même  nécessaire  de  faire 
aucune  hypothèse  sur  a.  On  a,  en  intégrant  par  parties, 

pax  pax  n  pax 

et  ainsi  de  suite;  on  a  donc,  en  arrêtant  l'opération  quand 
on  rencontre  une  dérivée  nulle  de/(^), 

Je--/ix)dx=^-^  [/(^)-  ^/(^)+  ^/"(^)-  ...]; 

on  vérifie  d'ailleurs  ce  résultat  par  une  simple  dilTérentiation. 

Les  expressions  de  la  forme ^  dans  lesquelles  on 

^  (.r  —  a)"^  ' 

peut  toujours  décomposer  une  expression  telle  que  f{x)e^^, 
quand  f{x)  est  une  fonction  non  entière,  mais  rationnelle, 
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peuvent  se  ramener  à  des  tjpes  plus  simples;  posons  en  effet 

/'prix 
dx, 
x  —  % 

nous  aurons,  en  difî'érentiant  par  rapport  à  a, 

()^         r      e«^ 

~-  =  I dx, 


1  ^  -  r 


{X 


(>ax 

-  dx. 


et  ainsi  de  suite.  Malheureusement,  la  fonction  0  ne  peut  pas 
être  exprimée  par  les  fonctions  élémentaires  dont  on  fait 
usage  en  Analyse,  tout  au  plus  peut-on  ramener  la  fonction  Q 
au  cas  où  a=zo,  en  faisant  un  changement  de  variable  et 
en  posant  z  =  x  — -a. 

Toutefois  il  pourra  arriver,  mais  exceptionnellement,  que 
e^^fl^x)  puisse  s'intégrer,  et  en  eff'et,  décomposant /(^)  en 
éléments  simples,  on  aura,  en  supposant  le  degré  du  numé- 
rateur inférieur  à  celui  du  dénominateur, 


/«-/(-)  =/2  «"-  [.^,  +  ^-^.  +  •  •  •  ] 


dx. 


Al,  Ao, . .  .désignant  descoefficîents  constants,  ainsi  que  a, .. 
Or  l'intégration  par  parties  donne 


—  dx, 
a 


-,  dx  =   —  a  \   — 

(^ — ay  X  —  a  J    X — • 

I dx  = — /   ■ -;  dx  ; 

J    {x  —  oc)i  2(^  — a)2         -^J    {X—---' 


on  voit,  en  contmuant,  que  /  , dx  s  exprnnera  sous 

J    {^'  —  2C)'"  ^ 

la  forme 

e^^^{x)-^M^{x), 

^{x)  désignant  une  fonction  rationnelle  et  JM  une  constante  ; 
l'intégrale  àe  f{x)e"'^  sera  de  la  même  forme,  et,  s'il  arrive 
que  M  s'annule,  on  obtiendra  en  termes  finis  l'intégrale  en 
question. 
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En   définitive,   si  f{x)e^-^  peut  s'intégrer,    son    intégrale 
pourra  jôtre  représentée  par  ^(^x)e^^^  et  l'on  aura 

ou  bien 

f(x)  =  'l)'{x)-i-  a^{x). 

Telle  est  la  forme  que  devra  affecter /(^)  pour  que  l'inté- 
gration soit  possible.  On  pourrait  préciser  davantage  les 
conditions  d'intégrabilité,  mais  ce  serait  tout  à  fait  dénué 
d'intérêt;  qu'il  nous  suffise  d'observer  que  l'intégration  ne 
sera  jamais  possible  en  termes  finis  et  sans  le  secours  de  la 
fonction  8,  si  le  dénominateur  de  f{x)  contient  des  fac- 
teurs simples. 

XX.  —  Intégrales  des  fonctions  logarithmiques. 

Soit  F{^,  log^)  une  fonction  rationnelle  de  x  et  déloger; 

en  posant 

X  =  e',         clx  =  e^  dz, 
on  a 


I  F  {x^\o^x)dx  =  I  F{e^,z)e^dA 


L'intégration  est  ramenée  à  un  cas  examiné  dans  le  para- 
graphe précédent. 

JL  mtegrale    /  .--^^  se    ramené   a    /  — ^—  en  remplaçant  x 

par  e^;  elle  dépend  donc  de  la  fonction  que  nous  avons 
appelée  tout  à  l'heure  Q,  et  ne  peut  pas  s'obtenir  sous  forme 
finie. 

Quand  m  et  n  sont  entiers  et  positifs,  l'intégrale 

/  x'"{\oQxyidx 

])eut  s'obtenir  sous  forme  finie;  en  effet,  on  a 

d[x"^{\ogxyi]  =z  mxf"-^(\ogx)"  dx-^  /i,r'"-i(log^)«-i  c/jt. 
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Si  l'on  pose 


/■ 


et  si  l'on  intègre  les  deux  membres  de  la  précédente  formule 
en  y  changeant  m  en  m  -\-  i ,  on  aura 

(i)  a7'«+i(log^)«  =  (m4-  i)A^+  nA„_i, 

formule  qui  permettra  de  calculer  An   quand   on  connaîtra 
A;^_,;  on  a 

CC^n  dx  —    

mH-  I 
et,  d'après  la  formule  (i), 

.^W+l|oga7  =(771  +  1)  Al  +      Ao, 
^/n4-l(log^)2  =  (/7î  _|_i)  A2  +  2  Al, 


d'où  l'on  tire 

Al  =   ■ '■ ■  —  7 r^  •> 

in-v-i  (m  -h  1)2 

^~         m-+-i  (m  +  i)'^  {ni-^if^ 

et  ainsi  de  suite. 

XXI.  —  Intégrales  des  fonctions  trigonométriques. 

L'intégration  des  fonctions  trigonométriques  peut  se   ra- 
mener à  celle  des  fonctions  exponentielles,  en  observant  que 

l'on  a  _  

co^x  —  ?  sina?  =  - 


^  1  y/ —  I 

mais  on  peut,  en  général,  éviter  l'emploi  des  imaginaires. 

Nous  nous  occuperons  lout  d'abord  de  l'intégration  de^ 
fonctions  rationnelles  de  sin^  et  de  cosx. 

Soit  F(sin^,  cos^)  une  fonction  rationnelle  desin^  etd( 

cos.r  ;  si  l'on  pose 

idz 
a?  =  2  arc  tangx;,         dx  =  — ^^;^; 
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on  aura 

1  —  ^2  ,  2^ 

cosa;  =  ;?  sina?  = 


et,  par  suite, 

^2\       'i.dz 


/F(sin^,  Q,o%x^dx  =  /  F  (  — ^?  — ■ — -  )  - 

L'intégration  d'une  fonction  rationnelle  desin^  etcos.r  se 
ramène  donc  à  celle  d'une  fonction  rationnelle  de  la  variable  z. 

Exemples.  —  i""  On  a 

rd^  ^  r^d^  ^H-^2  ^    .d.  ^ 

J   sin^      J    1  +  ^2      2^  J     z 

donc 

r  dx        ,     ^        1 


J    cosa^      J    i  —  z^      J         li-z       i-hzj 


i-^  z 


donc 


X 

tanff-  H-  tanîT- 


/  ■  rrr  loir =  logtang    7  -v-  - 


i  —  tang- lang- 
ées deux  intégrales  sont  à  retenir. 
3*^  Proposons-nous  de  calculer 


f— 

J    cosa 


dx 


On  a,  en  posant  toujours  tang^-^^:"  =  ^, 

dx  r  1  dz 


r        dx         _  r 2- 

J   cosa  —  cos^'      J   cosa(i-T-^- 


et  l'on  est  encore  ramené  à  intégrer  une  fonction  rationnelle. 
11  est  quelquefois  avantageux  de  prendre  tang^  pour  va- 
riable; cela  aura  lieu  quand  la  fonction  F(sin^,  cos^)  sera 
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décomposable  en  fonctions  homogènes  de  degré  pair  en  sin^ 
etcos^.  En  effet,  considérons  la  fonction  homogène 

Ffsinar,  cosa?) 

de  degré  in\  si  l'on  pose 

tang^  =  z^ 
on  aura 

X  =  arc  tang^,     dx  =  - — ^  ,     cosa?  =  -^=^  ,     sin^r  =        ^       : 

donc 

/  F(sina7,  cosx)clx  =   i  ¥[         ^        ,         ^         ]  — —; 

mais  une   fonction  homogène   de  degré   pair  de        ^        et 
de  est  une  fonction  rationnelle   de  z\  on  est  donc 

ramené  aux  fonctions  rationnelles. 

Exemple.  —  On  a 

/  tang^r/j?  =  /  -^^^  =  2  log(n-^2) 

ce  qui  était  évident  en  observant  que 

/,        r?>\wx   ,        r — dç.o'bX 
\d.ïi%x  dx  =  /   dx  —  I  = — lo2rcos:r. 
J    cos^            J        cosa?  ° 

On  a  de  même 

Nous  citerons  encore,  mais  sans  en  faire  d'applications,  la 
méthode  qui  consisterait  à  poser,  par  exemple. 
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on  a  alors 

dz 


j  F(cosa?,  s'mx)  dx  =   /  F(v/i  —  ^'^  z) 


/. 


et  l'on  est  ramené  à  l'intégration  d'une  fonction  rationnelle 


de  ^  et  de  y/i  —  z'-. 

XXII.  —  Intégration  desin«^cos'^x. 

Il       Nous  allons  appliquer  les  méthodes  précédentes  à  l'inté- 
gration de  sin^^  cos^.r,  dans  le  cas  où  a  et  b  sont  entiers. 

Si  l'un  des  deux  nombres  a  et  b  est  de  la  forme  2/z  +  i, 
l'intégration  sera  très  simple.  Supposons,  par  exemple, 

b  =  2n-{-  i; 
on  aura 

/sin».  cos*.  d.  =/si„..(,  _  si„^x)"cosx  d. 

et,  en  posant 

s'ii]x  =  z,         cosx  dx  =  dz, 
il  viendra 

j  sin<^ X  cos^' X  dx  =  j  z(^{i  —  z^y^  dz. 

Cette  méthode  sera  très  simple  quand  n  sera  positif.  Quand 
n  est  négatif,  elle  ne  vaut  pas  mieux  que  celle  que  nous  allons 
indiquer. 

Différentions  le  produit  sin^jj;  cos^.r  :  nous  aurons 

d{sm^x  cos^^x) 

=  as'm<^-^x  cos''^-'-^a7  dx  —  b  sin«+i:r  cos*-^^  dx 

=  a  sin«-ia7(i  —  sin2;r)cos'^-ia?  dx  —  b  sin^+^a?  cos*-i;r  d^x 

=  a  sin«-i  X  cos^-^  x  dx  —  (  a  +  6  )  sin<^+*  x  cos'^-i  x  dx  ; 

intégrons  et  posons 

Aa=  I  ?>\n<^x  cos''x  dx, 

changeons  ensuite  a  en  a  +  i ,  b  en  b  -\- \ ,  nous  trouverons 

s\n^^^  X  cos^^^  X  =  (a-f-i)Aa  —  {a -\- b  -\-  i)ka+-'i\ 
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d'où  l'on  déduit  à  volonté  Aa+2  en  fonction  de  A«  ou  vice 
versa.   On  est  alors  ramené  à  Aq   ou   à  Aj,   c'est-à-dire   à 

/cos^'xdx,     à   /  —. dx     ou     à    /  cos^^ x  un  x  dx . 
J     sina?  J 

La  dernière  intégrale  est  égale  à  —  -^ -?  la  seconde  s'ob- 
tient en  abaissant  l'exposant  de  cos^z^;  on  est  alors  ramené  à 

intégrer  -: — ?  —. —  y  ce  que  1  on  sait  taire,  ou  ~ ?  ce  qui 

"        s\nx     sina?  ^  smxco^iX  ^ 

donne  logtang^.  Si  l'on  pose 


B/,  =  /  cos''^^  dx. 


on  aura 


B/,=  B 


/   COS''^^ 

Bb  =  I  cos''^-2^(^i  __  sin2^)  dx 
en  intégrant  par  parties,  on  a 

cos^'-'^x  .         '    r    A  ^ 

Ba  =  B/,_2  -1 i — - —  ainx  —  ^ /  cos"^  dx, 

b  —  ï  b  —  \J 

cos*-i.r    .  Ba 

Bô  =  Bô_2  H ,  _       sina;  —      _    j 

d'où  l'on  tire  B^  en  fonction  de  Bô_2  ou  vice  versa,  et  l'on 
est  ramené  à  l'une  des  intécrrales  connues  de  cos^,  de ou 

de  son  carré. 

On  peut  encore  obtenir  une  formule  de  réduction  en  opé- 
rant comme  il  suit  :  on  a,  comme  précédemment, 

d  sin*^^  cos^x  =  a  sin^'^a?  cos''^+^^  dx  —  b  ûw^+^x  cos*-i^  dx\ 

en  remplaçant  alors  sin^+'  x  par  sin^~^  x{i  —  cos^^),  on  ob- 
tient une  formule  analogue  à  celle  de  tout  à  l'heure. 
Enfin,  si  l'on  fait  usage  des  formules 

cosiP  =  J         sin5r=  —= > 


OF  THB 

aNivERsiTi: 
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on  transforme  le  produit  sin^^  cos^^  en  une  formule  immé- 
diatement intégrable.  En  effet,  on  a  alors 

_a  

sin«a7  cos*a^  =  -^^:p^(— i)    2  (e^v'-i_|_  e-^v'-i)''^(g:r\/-i_.  e-a:/^)a 
ou 

/ —  dz 

en  faisant  e^v-<  ^^  ^^     dx 


Il  n'est  peut-être  pas  hors  de  propos  de  faire  connaître  un 
développement  de  cos"^^  et  de  sin'^^  qui  rend  ces  fonctions 
facilement  intégrables  et  qui  découle  naturellement  des  con- 
sidérations précédentes;  on  a 


/e^^-i-^-g-^^-i\ 


ou,  par  la  formule  du  binôme,  en  supposant  m  entier  et  po- 
sitif, 


cos' 


Groupant  les  termes  également  éloignés  des  extrêmes  et  ob- 
servant que  eW-<  _|_  Q-ixs]~\  gg^  ^g^l  à  2  cos/jr,  on  a 

I      f                    m        .            ^          m{m  —  i)         .  ^  "1 

cos'«a:= cos  mx  -\-  —  cos  (ni  —  i)x-] cos  (m  —  2)x-r-...    : 

le  dernier  terme  de  cette  formule  est,  dans  les  crochets, 

m  (m  —  I  ) . .  .     m 


1.2.3... 


SI  7n  est  impair,  et 

m(m  —  i) . .  .  (m h  i  ) 


1.2.3.  . .   — 

2 


si  m  est  pair. 
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On  trouve  de  même 


( —  i)'"  r  im 

S\n->'iX  =    — ; COë  2.  771  ce C0S(l/7l  —  2)  X 


I 

1771  (1771  —  ^^ 


1 .1 

1  771  {1  771   — 


cos(2m  —  f\)x . . . 


i  /n  —  1  ) .  , .  (  /?z  -f- 1  )  ^    ~j 

I  .  2  .  3  .  .  .  /?l  *      J 


et 


{ —  J  w«  r  2/?i  -h  I 

22/M       |_  V  J  j  V  J 


(l77l  -\-  \)('X77l  —  I )...(/?!  -1-  2  )      . 


.2.0  ...  771  J 

On  a,  par  exemple, 


cos3^  =  {"(cos3^  —  3  cosr), 


XXIII.  —  Intégration  des  fonctions  contenant  des  lignes  trigonomé- 
triques  et  des  exponentielles  ou  des  puissances  de  la  variable. 

Les  lignes  trigonométriques  s'exprimant  à  l'aide  des  expo- 
nentielles, nous  n'avons  rien  à  apprendre  de  nouveau  sur 
l'intégration  des  fonctions  renfermant  des  exponentielles  et 
des  lignes  trigonométriques  ;  nous  ferons  toutefois  connaître 
la  valeur  de  quelques  intégrales,  que  l'on  rencontre  dans  cer- 
taines recherches,  à  savoir 

/  e^^  cosbx  dx,      j  e^^sinbx  dx. 
On  a 


/  e^a+bs/^l)x  dx  = 


{a+l}^-i)x  ^[a+b^-\)x((i (j  J j^ 


ou  bien,  en  remplaçant  e^^~^^  par  cos^^  -\-  y/ —  i  sin6^, 

/  e«^(cos6a7-f-  v^ —  I  smbx)dx 

a  cosbx -h  b  sinbx  / asinbx  —  bcosbx 

«2  _|-  ^2  ^  a2  +  62 
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Celle  éqiialion  se  décompose  en  deux  autres 

a  co?>bx  -r-  b  ^mbx 


/ 


e<^^  cos  b  X  dx  =  e«^ 
e«^  sln  bxdx  =  e«^ 


a2  -h  62 
a  sinbx  —  b  cosbx 

«2  -I-  62 


En  différentiant  ces  équations  une  fois,  deux  fois,  etc.,  par 
rapport  à  b,  on  aura  de  nouvelles  intégrales  qui  ne  différeront 
de  celles-ci  que  par  l'introduction  des  facteurs  ^,  x^,   .  .  ., 

sous  le  signe  /  . 

Les  intégrales  précédentes  peuvent  aussi  s'obtenir  au  moyen 
de  l'intégration  par  parties;  ainsi  l'on  a 

e^-^cosôJT  dx  =  — •  cosbx  -\ /  e^-^  sin  bx  dx, 

a  aj 

/Qctx                    Jj    r 
e«-^  ûnbx  dx  —  — -  sin 6 07 /  e^-^  cosbx  dx, 
a                      aJ 

d'où  l'on  déduit  les  valeurs  trouvées  plus  haut. 
Les  intégrales 

/  x"^  cos  X  dx,      I  x"^  sin  x  dx 

s'obtiennent  facilement  quand  m  est  entier  :  il  suffît  pour  cela 
d'intégrer  par  parties;  ainsi  l'on  a 

/  x'"-  cosjT  dx     =  x'"-  sin 37  —  m  1  x»^-^  s\nx  dx, 

I  x"^-^  sinx  dx  -—  —  x'"--^  cos^  -\-{m  —  i)  /  x"^-^  cos^  dx, 
> 

/  cos^  dx  ~  s'xwx         ou  /  sin^  dx  —  —  cos^. 

On  tire  de  là  /  x^"-  cos.r  dx  par  un  calcul  de  proche  en  proche. 

/  x"^  slnxdx  s'obtient  de  la  même  façon. 

Nous  terminerons  ces  considérations  en  montrant  comment 
on  peut  intégrer  des  expressions  telles  que 

/  F(^,  arc  sin^)<r/^,       /  F{x,  arc  tangjc)  t/jr, 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IJI.  5 


66  CHAPITRE    II. 

dans  lesquelles  F  désigne  un  symbole  de  fonction  rationnelle  ; 
il  suffira,  pour  être  ramené  à  des  intégrales  connues,  de  poser 
X  =  sinz  dans  le  premier  cas,  el  x  =  tang^  dans  le  second. 
L'intégration  par  parties  peut  aussi  parfois  conduire  au  ré- 
sultat; ainsi  l'on  a 


/' 


rc  sinx.x-  dx 


x^ 


\     r    x^dx 

^J     i/l  —  X- 


et  l'on  est  ramené  à  une  intégrale  connue. 


XXIV.  —  Méthodes  diverses  de  quadrature. 


V intégrale    i    f{x)dx  représente 


en  coordonnées  rec- 


tangulaires Vaire  du  segment  de  courhey  =/(^)  compris 
entre  Vaxe  des  x  et  deux  ordonnées  f{^x^  et  f{\). 


Fig.  1 


M'  p 


V" 


N      N' 


En  effet,  soient  {fi g-   i) 

OB  =  ^o,        OQ=X,        ON  =  .r, 
0'S!  =  x-^dx        et         NN'  =  ^x. 

Menons  les  ordonnées  AB,  MN,  M'N',  PQ.  L'aire  du 
rectangle  MNN'II  construit  sur  MN^^JK  et  sur  m\'  =  dx 
esiydx,  l'aire  du  trapèze  MNM'N'  diffère  de  MNHN'  d'une 
quantité  moindre  que  dx.MYi  ou  dxùs.y,  si  l'on  suppose  que 
dans  l'intervalle  compris  entre  M  et  M'  l'ordonnée  croisse 
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toujours  OU  décroisse  toujours.  On  pourra  donc  représenter 
Faire  du  trapèze  en  question  par 

qui  est  intermédiaire  entre 

f{x)dx     et    f{x  ^  dx)dx     ou     [/(^) -h  A/(.r)]<ia?, 
et  la  somme  de  tous  ces  trapèzes 

^/(.r+  bdx)dx 

a  pour  limite,  par  définition,  l'intégrale  de  f(x)dx  prise 
entre  les  limites  Xq  et  X. 

(Il  est  bien  entendu  que  nous  ne  raisonnons  que  sur  des 
courbes  qui  n'ont  qu'un  nombre  limité  de  points  singuliers.) 

Autrement  :  à  l'accroissement  N^' =  dx  de  x  corres- 
pondent l'accroissement  M'H=:  Ak  de  y  et  l'accroissement 

MM'NN'=  Aii 

de  l'aire  ABMN;  or  A^^  diflere  de  MNN'H,  qui  est  égal 
kydx^  d'une  quantité  moindre  que  ^ydx,  qui  est  par  suite 
du  second  ordre;  ^.u  lui-même  diOfère  de  la  diiFérentielle  du 
de  l'aire  chercliée  d'une  quantité  du  second  ordre;  on  a  donc 

du  —ydx, 

aux  termes  du  second  ordre  près,  et,  par  suite,  cette  relation 
est  rigoureuse  (T.  I,  p.  i3o).  On  en  conclut,  en  intégrant  de 

.Tq  àX, 

U=   f'ydx, 

U  désignant  l'aire  ABQP. 
Autrement  encore  :  on  a 

Aw  _  MM'NN' 
Âx  ~~        dx 
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Or  MM'NN'  est  compris  entre  yclx  et  {y  -i-  ^.y)clx  ;  donc, 
en  appelant  Q  un  nombre  compris  entre  o  et  i, 

Ai«  _  yclx  -f-  ^ Sy clx 

Aj?  dx  —  J  ~^      J  1 

en  passant  aux  limites  et  en  faisant  \x  =  o,  on  tire 

chy  _ 
dx  ~-^'' 
on  en  conclut 

u  ^=    /  j/<:/;r  +  const.  =  F(:p) -t- const. 

Si  alors  on  suppose  l'aire  nulle  pour  x  =  Xq,  on  trouve 

o  =  F(x^))-{-  const.; 
en  faisant  x  =  X,  on  a,  au  contraire, 

U  =F(X)4- const.; 
on  en  déduit,  par  soustraction, 

U  =  F(X)~-F(^o)=   f'A^)dx. 

Lorsque  les  coordonnées  sont  obliques,  en  appelant  9 
l'angle  des  axes,  le  rectangle  MINM'W  est  remplacé  par  un 
parallélogramme  dont  l'aire  j' sinQc/^  est  la  différentielle  de 
l'aire  cliercliée;  en  désignant  par  U  cette  aire,  on  a  donc 

U  =    /    y  s'inOdx. 

Supposons  maintenant  que  l'on  se  propose  d'évaluer  l'aire 
d'un  secteur  curviligne  MON  (/Ig'  :î),  connaissant  la  rela- 
tion qui  lie  le  rayon  vecteur  OP  =  /'  avec  l'angle  Q,  que  OP 
fait  avec  un  axe  fixe  OX. 

Lorsque  le  rayon  vecteur  passe  de  la  position  OP  à  la  po- 
sition voisine  OQ,  l'aire  MOP  s'accroît  de  la  quantité  POQ 
ou,  aux  termes  du  second  ordre  près,  OPR,  PR  désignant 
l'arc  de  cercle  décrit  de  O  comme  centre  avec  OP  comme  ravon 
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et  compris  entre  OP  et  OQ.  Le  triangle  PQR  est  en  effet  du 
second  ordre.  Nous  allons  le  prouver  :  on  a 

OP  =  r,         PR  =  rcm,         QR  =  Ar,         PQ  <  Lr  -î-  rd^] 

le  triangle  PQR  est  moindre  que  l'aire  du  cercle  ajant  PQ 
pour  rayon,  ou  que  7:(Ar  -f-  r^B)-,  aire  qui  est  bien  du  second 


ordre.  La  différentielle  de  l'aire  du  secteur  «?S  pouvant  rem- 
placer l'accroissement  de  cette  aire  aux  termes  du  second 
ordre  près,  on  aura 

^S  =  OPR  =  /'  —  -|/'2^0; 

par  suite,  l'aire  S  du  secteur  comprise  entre  les  directions  Oq 
et  0  sera 

'^\ 

Il  est  bon  d'observer  que  l'aire  d'un  secteur  a  pour  diffé- 
rentielle en  coordonnées  rectiliirnes  rectangulaires 


{{xdv—ydx). 


En  effet,  on  a 


y 

arc  tan  £2  —  ? 
a- 


=   \J  X' 


ce  sont  les  formules  de  transformation  des  coordonnées  po- 
laires en  coordonnées  rectilignes-,  on  en  tire 
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d'où  l'on  conclut,  en  multipliant  par  r-  =  x-  -f- jr-, 

r-  d^  =  X  dy  —  y  dx. 

Or  le  premier  membre  de  cette  formule  est  égal,  d'après 
ce  que  l'on  vient  de  voir,  à  id^\  il  vient  donc 

é/S  =  \{xdy  — ydx), 

ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

XXV.  —  Diverses  expressions  de  l'aire  de  l'ellipse. 
L'équation  de  l'ellipse  est 

«2  "*"  ;p  "^ 

ou 


^  ^'   I ; 

y  =  ±:  —  y/ a-  —  x^. 

Cl 

Si  l'on  se  borne  à  évaluer  l'aire  de  la  portioa  de  l'ellipse  si- 
tuée au-dessus  de  l'axe  des  x  et  comprise  entre  les  deux 
ordonnées  correspondant  aux  abscisses  Xq  et  X,  on  aura, 
pour  l'aire  en  question,  l'expression 

Or  on  a 

d.xsja'^  —  x""-^  {  sja-^  —  x^- \dx 

/a2  —  ^2  y 

2  ya^  —  x'^ I  dx  ; 

v/a2_^2y 

multipliant  par  -  et  intégrant  de  Xq  à  X,  il  vient 

-  (X  v/a2  _  X2  —  ^0  /«^  —  ^i  ) 


=  —    /      i/a^  —  x'^  dx — a^farcsin  — 
a  J      ^  \  a 


arc  sin  — 
a 
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L'intégrale  quifîgure  dans  cette  formule  estégaleà  2  ?^;onadonc 

Il  —  l—  (X  J  aP-  —  X2  —  X(s  J  a^  —  x'k)  -^ (  arc  sin arc  sin—  )  • 

Si  l'on  fait  ^0  =:  o,  X  =  a,  on  aura  l'aire  du  quart  d'ellipse 

ah  TT        T^ah 
'1     •!  4 

et  l'aire  totale  de  l'ellipse  est  égale  à  ruib. 

L'équation  polaire  de  l'ellipse  rapportée  à  son  foyer  est 

p  b^  c 

p  =  —  ■>        c  = 


I  —  e  cosO  ^        a  a 

aire  d'un  secteur  sera 

e 


(,)  „=^/ 


Q     (i  —  ecosO;^ 


Bien  que  l'on  puisse  effectuer  cette  intégration  sans  faire  de 
changement  de  variable,  nous  substituerons  à  l'angle  9  l'ano- 
malie excentrique  cp.  Le  rayon  vecteur  /-  est  donné  par  la 
formule 

(.)  '•=— ^^' 

X  désignant  l'abscisse  comptée  à  partir  du  centre  ou  acoscs; 
on  a  donc 

(3)  r  —  a(i  —  ecoscp); 

d'ailleurs  l'ordonnée  s'exprime  au  moyen  des  formules  usines 
ou  7' sin 9,  ainsi 

b  sino  =:  /•  sinO; 
d'où  l'on  conclut 


(4) 

De  (4)  on  tire 


sinO 

= 

h 

r 

sincp 

b  sin'^ 

a(i 

— 

e  coscp) 

sincp 

= 

r 
b 

sinO 

b 

sinO 

«(I 

— 

e  cos 

ô) 

ri 

'ft  - 

bdo 

a(i  —  e  coscû) 
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et  par  suite,  en  vertu  de  (3), 


=  l  ao{i  —  e  cos cp ) r/cp  ; 


Taire  du  secteur  devient  alors 

u  =  -^  /  (  I  —  e  cos  o  )  c?cp 


ou 


ab  .  .      . 

11=  —  (cp  —  e  sincp), 


à  une  constante  près.  Si  l'on  désigne  par  cpo  et  ^  la  valeur 
de  cp  pour  8  =  9o  et  0  r=  6^  on  aura 

u=  -7-  [*  —  ^0  —  e(sin*  —  sincpo)]. 


XXVI.  —  Aires  de  l'hyperbole  et  de  la  parabole. 
L'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  a  pour  équation 

on  en  conclut  que  l'aire  du  segment  d'hyperbole  compris 
entre  une  de  ses  asymptotes  et  deux  parallèles  à  l'autre  est 


/: 


'-  sin6  =  k^  sin6  loff — > 

X  ^  Xq 


8  désignant  l'angle  des  asymptotes,  et  Xq^  x  les  abscisses  des 
parallèles  qui  terminent  le  trapèze  curviligne  dont  on  vient 
d'évaluer  l'aire. 

L'aire  de  l'hyperbole  équilatère  comprise  entre  une  asym- 
ptote, une  perpendiculaire  à  cette  asymptote  menée  par  le 
sommet  et  une  autre  perpendiculaire  menée  à  la  distance  x 
du  centre,  est  précisément  le  logarithme  népérien  de  x^ 
quand  on  prend  pour  équation  de  l'hyperbole.  ;2;j'  1=1  i . 
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Évaluons  encore  l'aire  d'un  secteur  hyperbolique    OMA 

Fig.  3. 


A.     P 


{fig.  3)  compris  entre  le  grand  axe  et  un  rayon  vecteur  issu 


de  l'origine.  Soient 


e^-\-  e-? 


e?  — g-? 


les  équations  de  l'hyperbole;  la  différentielle  <:/S  du  secteur 
est  donnée  par  la  formule  (p.  70) 


rfS 


,  X  cly  —  r  dx   , 

4  — '■ — T^ do 

2  do 


ou  bien 


do  ^^  —  do 
2 


on  en  conclut,  en  intégrant  de  manière  que  l'aire  soit 
comptée  à  partir  de  OA  et,  par  suite,  de  manière  à  s'annuler 
pour:p    =  o. 


-    /     au  do  —  —  o. 


Le  secteur  S  est  donc  proportionnel  à  l'angle  ^;  dans  l'hyper- 
bole équilatère  x-  — y-  =  i ,  il  lui  est  égal.  Le  sinus  et  le  cosi- 
nus hyperboliques  deo  sont  donc  les  coordonnées  d'un  point  de 
l'hyperbole  équilatère^'-  — y-  =  1 ,  correspondant  au  secteur 

o 
d'aire  -?  absolument  comme  le  sinus  et  le  cosinus  ordinaires 
2 

de  o  sont  les  coordonnées  d'un  point  du  cercle  x--{-y-=^  i 
correspondant  au  secteur  circulaire  d'aire  -• 
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Enfia  l'aire  d'un  segment  hyperbolique,  tel  que  AMP,  est 
donnée  par  la  formule 

^^  =  —    /      J x'^  —  «2  dx. 

On  pose 

a 

â?.a7  y/j?^  —  a-  —  </x'^  —  a'^  dx 


or  on  a 

x'^dx 


IX'^dx  /  /— TN 

—  da^-  \Ç)^\x  -h  \J x''-  —  a^)  : 


sj  x'^  —  a- 
on  en  conclut 

r     x'^  dx  ,       / «2         ,  ^. 

/  -  =  1  X  \J x'^  —  a- H \ç»^\x -\- \/ x'^  —  a-). 

J     v/^2  —  a^        ^  '^ 

La  formule  (i)  donne  alors 

u  =^  —\\x  s/  X-  —  a~ log 


a  \-'  -x  a 

ou  encore 

rtè         fx         y 

Rien  n'est  plus  facile  que  d'évaluer  l'aire  d'un  segment  de 
parabole  compris  entre  une  tangente  et  une  parallèle  à  cette 
tangente;  en  effet,  la  parabole  rapportée  à  une  tangente  et  au 
diamètre  du  point  de  contact  a  pour  équation 

^2 

on  en  conclut,  pour  l'aire  comprise  entre  le  point  de  contact, 
l'axe  des  ^  et  l'ordonnée  j', 


/""' 


—  dx  =  — -  suiO  =  ~-  sin' 
2/?  dp  o 


on  en  déduit  aisément  que  l'aire  du  segment  est  les  deux  tiers 
du  parallélogramme  circonscrit. 
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XXVII.  —  Exemples  divers. 

Lorsqu'une  courbe  est  telle  que  ses  coordonnées  sont  fonc- 
tions rationnelles  d'un  même  paramètre,  on  peut  en  tirer 
parti  pour  évaluer  son  aire.  Considérons,  par  exemple,  le 
folium  de  Descaries 

en  posant 

on  trouve 


dx  =  3adt r-,  5        ydx  =  ^ — ,  dt; 

on  a  de  même 

xdy  =  oan^  -^ -—  dt. 

Il  en  résulte,  pour  l'aire  du  secteur, 

2   ^  (l-f-  ^^/ 

ou  bien,  en  posant  ^-^  =  i^, 

3  «2  ^/ii 


c/S  = 


'1    (i-+-ïO- 
on  en  conclut 

T     3  «2 


•1  \  -\-  a 


const. 


Si  l'on  fait  u  =  o,  on  aura  S  ^  o  si  Ton  compte  le  secteur  à 
partir  de  l'axe  des  .r,  et  alors  la  constante  se  réduit  à  -;— ;  on 

a  donc 

3a2  _  I    3a2 

'1  2   1+  U 

Si  l'on  fait  /  =  oo   ou  m  =  oo  ,  on  a  l'aire  de  la  demi-boucle 
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du  folium  S  =  — ;  l'aire  de  la  boucle  entière  est  donc  Za-. 
La  cycloïde  a  pour  équations 

X  ~  a{a  —  ûï\u)^        y  =  a(i  —  cosu); 

on  en  conclut 

ydx  =  a-{ï  —  cos  u  )-  du 
ou 

ydx  =  a^{i  —  2  cos  II  +  cos- ii)  du 
OU 

ydx  =  a'^^i  —  'jt,  cosu  +-|--}-  \cosiu)du; 
d'où 

/     y  dx  —  a'^  lu  —  1  sin  «  +  ^  -{-  i  sin 2 ?/  ) 

OU,  si  Ton  veut, 

/    ydx  =  a-{\u  —  2  sin  z/ H- J  sin  2  î«). 

Si  Ton  fait  x  =  ir.a  ou  u  =  27:,  on  a  Faire  totale  3r.a-. 
La  développée  de  V ellipse  a  pour  équation 

on  peut  remplacer  cette  équation  par  les  deux  suivantes 

^=  —  sin3o,         n,-—        cos^cp, 
et  l'on  a  alors  pour  l'aire  de  la  courbe 

I  ydx—  j  — y- cos^cp  sin^oûfcf. 

L'aire  totale  s'obtiendra  en  faisant  varier  C2  de  o  à  2-;  ainsi 
elle  sera  donnée  par  la  formule 


— T-    I       C0S+C5  sin^c 
ab  ,/, 


'^odo. 
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Si  Ton  met  cette  inté":rale  sous  la  forme 


3c*    r 

ab  ,L       ^  '  i  '     i 


et  si  l'on  remplace  cos'"^  et  cos^cp  par  leurs  développements, 

cos^cp  ^  I  [cos4ç> -+- 4  C0S2Cp]  -h  |, 

cos'^  o  —  ~Y  cos  6-^4-6  cos  4  cp  H-  1 5  cos  !i  Ç  ]  -i-  -ru , 

on  trouve  pour  l'aire  cherchée  l'expression 

37:   c^ 
8    ah' 

Conchoïdes.  —  Soient  r  =/(Q)  une  courhe,  r  ^=^  a  4-/(9) 
sa  conchoïde;  on  a,  pour  l'aire  d'un  secteur  S  de  conchoïde, 

2S=    /      [a2^_2a/(6)  +  /2(6)]f/0, 

2S=z(0_6o)a2_f-2a//(O)t/O+//2(O)c/e. 

Or  T,  ff-{^)d^  est  l'aire  du  secteur  de  courhe;  en  l'appe- 
lant S,  on  a,  pour  le  douhle  de  la  portion  d'aire  comprise 
entre  la  courbe  et  sa  conchoïde, 

2i5  — •2^  =  a2(e  — Oo)+2a  /      /(0)f/C; 

pour  le  cercle,  on  a 

r  ~  i\\  cosO, 
donc 

2S  —  2X  =  «2(0  — Oo)  —  4aR  (sin0  —  sinOo); 

pour  Go  =  o  et  0  =:  -  j  on  a 


2S  — 2E  =  ^  «2—  4aR. 


Théorjime  de  DupiiS.  —  Si  ad  est  une  sécante  détachant 
dans  une  courbe  un  segment  dUdre  constante,  cette  droite 
enveloppera  une  courbe  qui  la  touchera  en  son  milieu. 
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En  effet,  l'aire  boa  {fig.  4)  est  égale  à  l'aire  b' oa' ^  en  sup- 
posant que  66' soit  une  position  de  la  sécante  voisine  deaa'; 

Fig.  4. 


donc   bo.aosmo  =^  b' o.a'osiuo,  donc   bo.ao  =^  b' o .a' 0  ou 
ao  =  a' o  ,  donc  enfin  oa  :=  oa' .  c.  q.  f.  d. 

Théorème  de  Holditch.  —  Nous  démontrerons  encore  le 
théorème  suivant  de  M.  Holditch  : 

Menons  dans  une  courbe  fermée  G  {fig-  5)  une  corde  de 
longueur  constante  MN  z=  l-{-  [';  le  point  P  qui  partage 


Fig.  5. 


/ 

/      P     0 

mI — • — -- 


cette  corde  en  deux  parties  MP  =  /,  PN  =  /'  décrit  une  cer- 
taine courbeG:  l'aire  comprise  entre  C  et  ÇJ est  égale  àizlV . 

Soient  S  l'aire  de  la  courbe  donnée,  a-  Taire  de  la  courbe 
lieu  des  points  P,  et  a-' l'aire  de  la  courbe  enveloppe  de  MN 
et  lieu  des  points  Q  où  MN  touche  son  enveloppe;  soit 
NQ  =  r  :  on  a 

S  — a'=-    /        r2^6, 
'"-  -h 

8  désignant  l'angle  que  MN  fait  avec  sa  position  infiniment 
voisine.  On  a  aussi  d'ailleurs 


1    r"" 
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en  égalant  ces  deux  valeurs,  on  lire 

271 


«^0 

(l'un  autre  côté,  on  a 


a  —  a  =  - 

2 


0 


d'où 

27r 

S- a 


-  f   {V'  —  iir)d^  =  —  Tj'--hTj{i-\-r)='-Tjr, 

ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

XXVIII.  —  Longueur  de  quelques  arcs. 

On  ne  peut  pas  exprimer,  en  général,  sous  forme  algébrique , 
l'arc  d'une  courbe  du  second  degré  ;  on  ne  peut  pas  non  plus 
l'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  logarithmiques  ou  circu- 
laires. Toutefois  la  parabole  fait  exception  à  la  règle.  Si  l'on 
pose 

il  vient,  en  appelant  s  l'arc  compté  à  partir  du  sommet, 


dy  = j         ds  —  s/dx-  -i-  dy-  =  dx  i/  i  -i ^ 


P 
ou 


:    dx. 

P- 

Or  on  a 


-^N-i. 


'■'\/'*j.-{\/ 


x"-  X''  I  \     , 

H :  -h  — ;    r==.    \   dx 


W' 


P'        p./  x^ 

P' 


'i.X--  /  IX 


dx^l  ' .  \clx 


v/'^    \y-^7^  s/'^T^ 
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on  en  conclut,  en  intégrant, 

Si  l'on  fait  x  =  o,  on  a^  =  o  et  la    constante   est  nulle; 
on  a  donc 

Arc  de  cycloide.  —  Des  équations  de  la  cycloïde 

X  =  a{it  —  sin  ?«), 
y  =  a{\ —  cosz^}, 

on  tire 

dx  =  a{i  —  cos  u)du,         dy  ~  a  sin  udu, 

ds^-  =  dx-  -\-  dy-  —  a^{2—-2  cos  u)  dic^  =  4  a^  sin^  i  u  du^-  ; 

on  en  conclut 

ds  =  ia  sin  2  udu 
et,  au  signe  près, 

s  =  /\a  cos^  u-i-c. 

Commençons  à  compter  l'arc  à  partir  du  point  le  plus  haut 
de  la  courbe,  alors  «  =  t:  et  5  =  o  ;  donc 


par  suite  c  ■=  o,  et 


0=  ^a  cos h  c; 


s  =  .\a  cos 4  u. 


Cette  longueurs  est  égale  au  double  de  la  portion  de  tangente; 
menée  par  l'extrémité  de  l'arc  et  terminée  à  la  tangente  menée 
par  le  point  le  plus  élevé  de  la  cvcloïde,  ainsi  que  l'on  s'en 
assure  en  faisant  la  figure,  et  en  observant  que  la  corde  du 
cercle  générateur  tangente  à  la  cycloïde  est  précisément 


y  est  égal  à  a  (i  —  cosu)  ou  à  2.  a  sin-^  u.  Si  l'on  prend  alors 
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pour  axe  des  œ  la  tangente  multiple  de  la  cycloïde,  on  aura 

y  —  a{\  ^  cos?/) 

ou 

„  It 

d'où  l'on  conclura 

^  ~  8  «  * 

Ainsi,  l'on  peut  dire  que,  dans  la  cycloïde,  l'ordonnée  est 
proportionnelle  au  carré  de  l'arc. 

Arc  de  chaînette.    —   La  chaînette  est  une   courbe  dont 
l'arc  peut  s'obtenir  avec  assez  de  facilité  ;  son  équation  est 


Qinx  _j_  Q—mx 

my  — 


on  trouve 


on  a  donc 


ou 


ou 


et,  par  suite. 


doc 

dy  ^-  — (e'«^ — (--"'■^); 


dx"' 


ds'  =  — ■  (6'"^+  e-'"^y 
4 


«f^  —  I  dx(i 


nix  _:     f>~mx 


•1  m 

sans  ajouter  de  constante  si  l'on  compte  les  arcs  à  partir  du 
[)Dlnt  le  plus  bas  de  la  courbe. 
On  a 

L.  —  Traité  d' Alla! ]\ie,  TII.  G 
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on  en  conclut 


^  /yi2 

Il  en  résulte  que  l'ordonnée  est  l'hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  dont  l'arc  serait  un  côté  et  dont  l'autre  côté  serait 
constant  et  égal  à  l'ordonnée  minima  de  la  courbe. 

XXIX.  —  Quelques  aires  et  quelques  arcs  en  coordonnées  polaires. 
Spirale  logarithmique.  —  Son  équation  est 

on  a 

1    f  r^-d^  =  -    fa^-e^'"'^d^  ^-  —  e2/»6^  const. 

et,   par    suite,  l'aire  du  secteur  est  donnée   par  la   formule 

h  const. 

I  m 

L'arc  est  donné  par  la  formule 

ds'^  =  (m2  a2e2mO_|_  ^2^2^0)^/02  =  a'e'^"'^{i-^  7n^)d^^- 
ou 

ds  =z  a\/ï-^  m-^e"'^d^, 

s  ^=  a e'"o_|_  const.; 

?n 


peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 


7'+  const. 


l'arc  compté  à  partir  du  pôle  est  lini  et  égal  ai/  ^^^^^—  '' 

Lemiiiscatc.  —  La  lemniscate  a  pour  équation 
r  —  a  v/cos'iÔ  ; 


donc 


i/'--f/ 


COS2O  JO  --:  — -  slnsiO  +  const. 
4 
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Si  l'on  veut  l'aire  d'une  boucle,   il  faudra   intésrrer  de  —  - 


a  -|-  -j  et  alors  on  aura  —  2  ou  —  • 
4  42 

L'arc  de  lemniscate  ne  peut  pas  s'obtenir  en  termes  finis, 

en  d'autres  termes,  ne  peut  pas  s'exprimer   au  moyen   des 

signes  ordinaires  de  l'Algèbre,  y  compris  les  signes  log,sin, 

coSjCtc,  employés  en  nombre  fini. 

Limaçon  de  Pascal.  —  11  a  pour  écjuation. 

r  =  a(i  —  cosO)  =  2<7  sin- |ô; 

c'est  par  conséquent  un  cas  particulier  de  la  conchoïde  du 
cercle  r  :=  —  acosB.  Son  arc  et  son  aire  s'expriment  facile- 
ment sous  forme  finie;  d'abord  l'aire  est  égale  à 

-i    Tz-a^e  =  —   r(i_2cos0  4-cos2  0)c/0. 

Si  nous  voulons,  par  exemple,  l'aire  totale,  nous  intégre- 
rons de  o  à  71  et  nous  doublerons  le  résultat;  nous  aurons 
ainsi  \r^a^,  ce  qui  est  presque  évident  par  des  considérations 
géométriques. 

L'arc  ds  est  donné  par  la  formule. 

<ii-2  ^  '2aHi  —  cos6)d/02  =  4^2  sin2i6^G2, 
d'où 

ds  ~  ia  sin  \  Oc/0; 

on  en  conclut,  en  intégrant  de  o  à  9,  et  en  comptant  les  arcs 
à  partir  de  l'axe  polaire, 


formule  qui   permet  de  construire  très  simplement  l'arc  du 
limaçon. 


XXX.  —  Sur  quelques  courbes  dont  l'arc  peut  s'obtenir 
en  termes  finis. 

Dans  les  œuvres  posthumes  d'Euler,  on  a  trouvé  les  équa- 
tions de  toute  une  série  de  courbes  dont  l'arc  peut  s'exprimer 
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SOUS  forme  finie.  Depuis,  A.  Serret  o  fait  connaître  toutes  les 
courbes  algébriques  dont  l'arc  peut  s'obtenir  en  termes  finis 
(t.  XXKV  du  Journal  de  V École  Polytechnique). 
Voici  les  formules  données  par  Euler 

^  =  d;"(6)cos6  + •V(e)sin6, 
r  =  6"(0)sine--6'(6)cos6; 


on  en  tire 


c'est-à-dire 


<i^'==f"(6)cos6  +  ^'(6)cos0, 

dy  =  Y'W  sin  9  +  •i^'co) sin  e, 


donc,  en  appelant  5  l'arc  de  courbe, 

f/.ç'  =  (^'"(0)-h^'(0) 
et,  par  suite, 

On  peut,  par  exemple,  prendre 

X  —  —  m^  sin/?i6  cosO  +  /?icosm6  sin6, 
y  =.  —  /yi2  sinmG  sinô  —  mcosm^  cos6, 

et  Ton  aura  une  courbe  algébrique,  si  m  est  entier. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

\    Soit  =^— — -  une  fonction  rationnelle,  la  formule  (3)  de  la  page  9 

\\x) 

donne,  en  l'intégrant, 

—  > r  -1 r     '^(/?j  <7)arctang • 
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2.  Posons 

J    sj ox'^  -\-  ibx  -\-  c      J       ^ 
on  a 

Y      _  x''^~^  ^ax''-^--ibx-\-  c       (2m—])b^^  c(m-'i) 

ma  ma  '"'^  ma  '"-"' 

Y      —       '  /—  ^  r. 

Ao  —    -—  ]ofr(^  w^  _j_  -—   H-R)  Sl<2>0, 

y/a      °^     '^  s/ a 

^.  I  .    —  ax  —  b 

Ao  =  —p,=_  arc  sin  —^      si  a  <  o, 

V  —  a  ^iji-^ac 

3.  Si  Ton  pose 

^m,p  =  I  xm{a  -^  bxfi)p  dx, 
on  aura 

a{m  —  n  +  i )X,;,_„,/; -^(^m-+- np -i- i)b X,n^p  =  ;r'"-«+i ( a  -h  bx-')P+i  ; 
on  aura  aussi 

{m^pn-^  i)X,„^f,  —  apnX,n,p-i  —  x"^+i(a-{-  bxn)p, 
i.  Si  l'on  pose 

f ± =-  X 

J  {ax'^-\-'ibx  -T-c)P  ^' 

on  a 

aiax-^-^^b-^-^  +  ^^^  -  i)X,,  +  ^  (&2  „  ac)Xp^,  =  o, 

A]  =  —==z  arc  tang  ~  si62— <2c<o, 

{/ac  —  b-2  ""^ac-b^ 

Y         ï  1      ax  -^  b  ~  {/b^  —  ac 

Al  =  ,  -  log sib^-—ac-:>o. 

la^b'^  —  ac        ax  -^b  -\-  s/b"^—  ac 
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5.  On  trouve  :  i°  en  supposant  n  pair, 


/cos,r  r   . 


n  —  T    . 


n  —  '. 

3   5., 

2 

2.4.. 
1.3. 

.  (  /i  —  4  )  (  n  —  'X  ) 
..(n  — 3)(n  — i) 

i.\.  .  An  —  •i.)n 


X, 


/smx  \            ,           71—1 
cos^xdx  =  cos^-i.r-i cos"^ 
n     l                      ji  —  1 


3.5.. 

,.(n  — 3)(/i— i) 

1.3. . 

. .  (n  — 4)(n  —  'i) 
, .  (  ^  —  3  )  (  /l  —  T  ) 

{n  —  i)n 


X, 


r  ,  tanix"'^ 

/  \.?iw%n X dx  —  ' 

J  n  —  i. 


tanii"  -^r 
Il  —  3 
rot"-i        cot"-3.T 


n  —  3 


±  tanga?  q=  ir, 

cot^  iiz  X, 


7i  —  3 


/•              ,           sin.r    r    , 
/  secf^xdx  — ?ec«- 

9. .  4  .  .  .  (  /î  —  4  )  (  /2  —  9.  )      ,        "] 

'^r3T7r(77^5)(,^-3)'''^J 

/  coséc^xdx^ cosec""ijrH r  coscc"-3 j^-^. .  . 

/  7i  —  1  L  n  —  3 

■]■■ 


2.4  ...  (n  —  2^) 

-] ^î ; 17-  cosecT 


[.3. .  .{n  —  S) 


2°  En  supposant  n  impair, 

r  ,           ,              cos.r  r   . 
/  èWi^xdx  = sin" 

r  ,  sin.r  r 

/  cos"r^jr= ■     cos«-i. 


'^ X  A sin"-3j. 


i.3...(Ai-4)(^--i)J 


n  —  2 

2 


2.4■..(/^  — 3)(7i— i)  1 

I  .  3  .  .  .  (^  7i  —  4  )  (  '^  —  2)  J 


/"                           tnns:"-'^^"        tan  g" -3,^ 
/  tang"a;aj?  — ■ ^ ;; V- - 


r            7             '^^^ 
I  col"  xdx  = 


n  —  ]  11  —  3 

cal"-'^x        co\"-^x 

_j_ 

r  n  —  3 


,    tan2:^5-   ,   , 


2 

cot^.r 


log  sin.r, 


r-           sin:r    F    , 
sec"  ardx  = sec" 
n-i  L 
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n  —  1 


sec"-2^  +.  .  . 

n  —  5 

Z.5...(n  —  '?,)    ,  , 

1 . 3 . .  .  (  n  —  2  )  ,  fx      Tc 


cosec" ccdx  = coscC'^^x  h 


2.4. ..(/i  —  i) 
1 


loir  tan; 


cosec"-^,^- 


3 
3.5. ..(n  — 2) 
2..^.  .  .  {n  —  3) 
1 .3. .  .  (n  —  2)     ^ X 


cosec 


éc^x 


tariK 


'2.4.. .(^  —  i)  2 

On  peut  calculer  l'intégrale  de  cos"57  et  de  sin^a?  en  remplaçant  ces 
quantités  par  leurs  développements  en  suite  de  sinus  ou  de  cosinus 
d'arcs  en  progression  arithmétique;  en  égalant   alors   les   résultats 


trouvés  ainsi  aux  précédents,  puis  en  faisant  a?  =  o  ou  x=  — ?  on 

obtient  des  identités.  Pour  que  cette  méthode  réussisse,  il  faut,  bien 
entendu,  que  les  constantes  arbitraires  soient  égales  de  part  et  d'autre. 

6.  Trouver  la  limite  pour  ^  —  x>  de 

I  I  J 

/i        n  -t-  i       '  '  '       pu' 

prouver  qu  elle  est  égale  a   j         ■ — —  —  log/». 

J^  1  -r-  ^ 

7.  Trouver  la  limite  pour  /i  —  ce  de 

T  I  r  I 

pn       pn -h  i        pn-\-'i       '*'       qii 

8.  Soit 

,    ,        ji(n-\-\){n-^o.){n-^  i—\) 

*  1.2.3.  . .  i 

trouver  pour  /i  =  oc  la  limite  de 

^^7^[cp/(/i)-4-  cp/(Ai  -I-  1)4-. . .  -i-  ^i{pn)\. 

9.  Par  un  point  du  plan  d'un  cercle  ou  même  des  rayons  vecteurs 
aboutissant  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  inscrit,  on  demande 
d'évaluer  la  moyenne  des  carrés  des  droites  ainsi  menées  lorsque  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  augmente  indéfiniment. 
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10.   Discuter  les  courbes  ayant  pour  équations 

e^  —  e- 


-"-/"■ 

^Ù 


dx. 


C'    sin.2:7  , 
/       dx. 

!..        X 


11.  Trouver  l'aire  d'un  segment  de  chaînette  limité  par  la  courbe 
et  par  une  droite  perpendiculaire  à  son  axe.  La  chaînette  a  pour 
équation 

y  =  (e///x  -4-  e-"'^). 

-^         -un  ' 

12.  Trouver  l'aire  comprise  entre  la  chaînette 


y  = , 

'2  m 

sa  développante  (tractrice)  et  une  tangente  quelconque  à  la  chaînette. 
La  développante  sera  choisie  tle  manicie  à  être  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  desj^',  en  d'autres  termes  on  suppose  qu'elle  rencontre 

la  courbe  au  point  x  =  o,  y  =  — • 

13.  Trouver  l'aire  totale  comprise  entre  la  tractrice  et  l'axe  des  x 
{voir  l'exemple  précédent). 

14.  Trouver  l'aire  d'un  segment  de  cissoïde 

X  (  X-  -i-  y-  ) —  artjK^  —  o, 

15.  Trouver  l'aire  d'un  segment  de  strophoïde 

x(x'-{-y'^)-+-a{x- — y^)  =  o 

et,  en  particulier,  trouver  l'aire  de  la  boucle  de  cette  courbe. 

16.  Évaluer  l'aire  comprise  entre  un  arc  d'épicycloïde  quelconque 
et  le  cercle  de  base. 

17.  Trouver  des  épicycloïdes  dont  l'arc  puisse  se  calculer  au  moyen 
des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  trigonométriques. 

18.  Trouver  la  longueur  de  l'arc  de  la  courbejK^  =  mx^  en  fonction 
des  coordonnées  de  ses  extrémités. 

19.  Trouver  l'aire  comprise  entre  l'hyperbole,  sa  développée  et 
deux  de  ses  normales  en  fonction  des  distances  des  pieds  de  ces 
normales  aux  asymptotes. 


'^'^C/\L|F0RH\^ 
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CHAPITRE  III. 

THÉORIE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


I.  —  Calcul  direct  de  quelques  intégrales  définies. 

Pour  calculer  la  valeur  d'une  intégrale  définie,  il  semble 
qu'il  n'y  ait  qu'à  appliquer  la  formule  (p.  24) 

(I)  f'f{oc)dx=f{X)-f{xo), 

comme  nous  l'avons  toujours  fait  jusqu'ici.  Mais,  outre  que 
cette  formule  (dans  des  cas  rares,  il  est  vrai)  est  parfois 
inexacte,  pour  que  Ton  puisse  l'employer  avec  succès,  il  esl 
nécessaire  de  connaître  la  fonction /( .3?),  c'est-à-dire  l'inté- 
grale indéfinie  àe  f\x)  dx. 

L'objet  de  ce  Chapitre  est  surtout  d'indiquer  des  méthodes 
permettant  de  calculer  la  valeur  d'une  intégrale  définie,  dans 
le  cas  où  l'on  ne  pourrait  pas  calculer  l'intégrale  indéfinie 
correspondante. 

Nous  commencerons  toutefois  par  faire  quelques  applica- 
tions de  la  formule  (i).  On  a 


.r'"  dx  = 
donc 


/■ 


/     .r'«  dx  =  — î 

On  a 

I  cosx  dx  =z  sinx,  1  s'mx  dx  =  —  co?,x, 
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d'où  Ton  conclut 


7: 


on  a 


Xcosx  dx  —    I      sinxdx  =  i, 

J'       cosx  dx  =0,  j      s'inx  dx  —  •!,  ...; 

rdx  r^dx     ^    b 

/^ — ■  =\ogx,         donc  /      —  =  lo":-. 

J     ^  Ja      ^  « 

Voici  quelques  intégrales  dont  la  valeur  doit  être  connue  : 
on  trouve,  quand  m^n, 

(i)  cosmxcosnx  =^  ^  cos{m -]-  n)x -+~j  cos(m  —  n)x; 

en  intégrant  de  a  à  a  -f-  271, 

J^  a-i-27:  .    . 

a  2  m  -^  n 

_  cos(m  +  n)(a-+-T^)sin('m-+-/i)T 
m  H-  Ai 
cos(m  — n)(a  -}-Tr)  sin(m  —  /i)^ 
m  —  n  ' 

quand  m  et  ^  sont  entiers,   ce  qui  est  le  cas  ordinaire  des 
applications,  on  a 


f  cosmx  cosnx  dx  =  o; 

n 


de  même, 


/a+27r 
sinm^  sin  nxdx  =  o, 
.       ■ 
J^a4-27i 
'  sin  m^rcos  7107  c^x  =  O. 

a 

Quand  m  =  n,  la  formule  (i)  a  encore  lieu  ;  maiscos(/?z  — /i).r 
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est  égal  à  l'unité  et  alors  on  trouve 

cos^-mx  clx  r—.  T, 

-  ut 

a +271 


p    J.-t    ZK 

/  sin2/?2ir  dx  =  t., 

a 

^  a-(-2îr 

/  ûw-mx  ç,Q)'smx  dx  —  o. 


Ces  formules  permettent  d'établir  un  théorème  Imporlanl. 
Si  l'on  a,  quel  que  soit  x^  V égalité 

r/o-^<2l  co?^-^  «2  cos'2.r +...  )       j  a'o -i- ^'i  cos.r-+- a,  cos2:r +..  . 

on  aura  nécessairement  a ^^  =  a\^,  .  .  .  ,  «/  =::  a],  .  .  .  ,  bi=^  b-, 
le  nombre  des  termes  de  chaque  membre  étant  supposé 
limité. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  multiplier  les 
deux  membres  de  la  formule  précédente  parcosmjr<ix  et 
d'intégrer  entre  les  limites  o  et  2  7i;  on  a  alors 

r.a,n~T.d„i         ou         a,„  ^  a]„. 

On  veri'ait  de  même  que  b^  -~^  b],^. 

Voici  une  autre  application  des  mêmes  formules  :  on  a,  en 
supposant  m  entier, 


cos'"^  —  —.7—;  I  cosmx  H cos{  m  —  1)X 


I    r 

'X  — cosmx 

on  en  conclut 


m{m  —  \)        .  ,  ^  1  ' 

{- —  cos ( /7z  —  \)x  -^ . . .      ; 

\  .1  j 


r2TC 
cos'"a7  cosmx  dx 


«^  0 

27r 


cos'"ir  cos  (m  —  ').)x  dx  -- 


mr. 


92  ■  CHAPITRE    III. 

IL  —  Des  intégrales  définies  singulières  de  Cauchy. 

On  appelle  intégrale  définie  singulière,  d'après  Cauchy 
une  intégrale  de  la  forme 


r 


f{x)dx, 


dans  laquelle  z  et  z'  sont  infiniment  petits,  mais  de  mêmes 
signes,  et  dans  laquelle  a  est  une  valeur  de  x  qui  rend  f{x) 
infini;  on  suppose  d'ailleurs  f{x)  fini  entre  a  —  s  et  a  —  t' . 
La  considération  de  ces  intégrales  est  très  utile,  comme  on 
le  verra  tout  à  l'heure,  et  il  importe  de  donner  des  règles, 
sinon  pour  les  calculer,  au  moins  pour  décider  si  elles  sont 
finies  ou  infiniment  petites.  Ces  règles  reposent  sur  le  théo- 
rème suivant,  qui  est  d'un  fréquent  usage  : 

Théoiiè;me.  —  Soit  G  une  quantité  comprise  entre  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre 
f{x)  quand  x  varie  de  Xq  à  X;  o/i  a,  en  supposant  la 
fonction  o{x)  toujours  positive  ou  toujours  négative  entre 
les  limites  en  question, 

(i)  f  jXx)o{x)dx  =  G  f    ^(x)dx, 

et  sif(x)  est  continu  entre  les  limites  IL  et  x, 

(•i)  I     f(x)'jj{x)dx  ^f{xo-r-()X — Xq)  I     '-^(xjdx, 

B  désignant  un  nombre  compris  entre  o  et  i. 

Soient,  en  effet,  M  le  maximum,  m  le  minimum  de  /{x) 
entre  X  et  Xq^  il  est  clair  que  /  f{x)'-o{x)dx  sera  compris 
entre  les  expressions 

')dx 


I      m  Z'{x)dx  =  m    1      '^{x] 
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et 

/     M<o(x)dx  =  M   I      o{x)dx\ 

or  G   /     o[x)dx  est  précisément  l'expression  des  quantités 

comprises  entre  les  deux  précédentes. 

Il  est  clair  que,  si  f{x)  est  continu,  il  passera  par  la  va- 
leur G  entre  x^  et  X,  et  que,  par  suite,  G  est  de  la  forme 

f^^ù-t-^^^  —  -^),  ^  étant  compris  entre  o  et  i,  ce  qui  dé- 
montre la  formule  (2). 

Il  est  difficile  de  donner  des  règles  absolues  pour  le  calcul 
des  intégrales  singulières,  mais  le  théorème  précédent  sera 
souvent  d'un  grand  secours. 

Par  exemple,  nous  voulons  savoir  si  l'intégrale  singulière 
suivante  est  nulle 


X 


cos.r     - 
dx: 


^      sin/a7 
on  la  mettra  sous  la  forme 


i 


\/x  cosa^  dx 


siny/a?     \/x 
ou,  en  appelant  ;  une  valeur  de  x  comprise  entre  £  et  e', 

y/^rosc     /*     dr  \/lcos^/    ,—         /-^ 

S'ny^    J ^      y X  siny/; 

le  facteur  hors  de  la  parenthèse  est  fini  et  égal  à  2  pour  \  =zz  o, 
le  second  a  pour  limite  o  :  notre  intégrale  singulière  est  donc 
nulle. 

Théorème  I.  —  Soient  a  un  exposant  plus  petit  que  un, 
'^{x)  une  fonction  de  x  qui  reste  inférieure  à  une  quan- 
tité fixe  pour  des  valeurs  de  x  voisines  de  a]  l'intégrale 


singulière 


f 


'^''■^  d. 


(a?  —  a)' 
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est  nulle  quand  on  suppose  z  et  e'  infiniment  petits  et  de 


On  raisonnera  en  supposant  s  et  s'  positifs;  alors,  appe- 
lant M  la  plus  grande  valeur  de  '■p(.^)  quand  x  varie  de  a  à 
a  +  s',  on  aura 


{x  —  ayj- 
OU 


()uand  c  et  ^  tendent  vers  zéro,  le  second  membre  de  cette 
formule  tend  vers  zéro,  et  par  suite  notre  intégrale  singulière 
elle-même  tend  vers  zéro.  c.  q.  f.  d. 

Théoriîme  II.  —  Soient  a  un  exposant  plus  grand  que 
un  ou  égal  à  un,  cp  [x)  une  fonction  de  x  qui  reste  supé- 
rieure en  valeur  absolue  à  une  quantité  fixe  et  qui  ne 
change  pas  de  signes  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  a\ 
l  '  in  té  Q'ra  le  s  in  »•  u  Hère 


/: 


peut  être  rendue  aussi  grande  que  Von  veut,  en  choisissant 
convenablement  z  et  z'. 

Nous  raisonnerons  dans  l'hypothèse  où  z  et  z'  sont  positifs, 
et  où  'j>{x)  est  positif.  Appelons  m  la  plus  petite  valeur  de 
Z)(z)  quand  ^  varie  entre  a  et  a -h  z';  on  aura 

r""''  ?(^)    r  ^     r^''    dx 

I  ~ — t:  dx  >  m   I — -  ; 

si  y.  ~-  I ,  il  viendra 


>(x)dx  -      t' 
' — —   >  m  lopf  — 


(jui  sera  aussi  grand  que  l'on  voudra  quand  z  sera  suffisam- 
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ment  petit;  a  fortiori,  notre  intégrale  singulière  pourra-t-ellc 
être  rendue  aussi  grande  que  l'on  voudra  si  a>  i . 
Par  exemple,  Tintégrale  singulière 

"  e^d.v 


f. 


est  nulle;  au  contraire, 


dx 


peuvent  être   prises  aussi  grandes  que  l'on  veut  en  valeur 
absolue. 

Parfois  la  valeur  d'une  intégrale  singulière  peut  être  cal- 
culée en  la  comparant  à  une  autre  dont  la  valeur  est  connue  ; 
ainsi  l'intégrale 

(i)  /  \\oz{x--a)\ndx 

est  moindre  que 

quelque  grand  que  soit  in^  parce  que,  quand  x  —  a  est  assez 
petit, 

[log(^— «)]'«<  ou  [log(^  — a)]2'"<  — î— -; 

\/  X  —  a  X      a 

cela  résulte  de  ce  que  z^-'"<C<^",  quand  a  est  très  grand  et 
positif  (i;o/r  t.  I,  p.  3^6) 

lim =  o  ; 

l'intégrale  (2)  étant  nulle,  (i)  qui  a  ses  éléments  pluspetits  est 
nulle  a  fortiori. 

L'intégrale  singulière 

/  [log(cr  —  a)]'"sin(a7  —  a)c/^ 

est  nulle,  parce  qu'elle  a  ses  éléments  respectivement  plus 
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petits  que  les  cléments  de  celle  que  nous  venons  de  calculer; 

/  [log(x  — a)]'"e^^a- 

est  nulle,  parce  qu'elle  est  moindre  que 


III.  —  Étude  du  cas  où  la  fonction  placée  sous  le  signe 
d'intégration  devient  infinie. 

Si  la  fonction/(^)  devient  infinie  pour  x  =  cit,  a.,  .  .  • ,  «a 
compris  entre  Xq  et  X,  on  appelle  intégrale  de /(.r)  prise 
entre  les  limites  Xq  et  X,  et  l'on  désigne  encore  par  la  nota- 
tion 

j    f{x)dx, 

*  *"  •'"(I 

la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression 

\     I  f{x)dx-i-   1  f{x)dx 

\  +r'  ' f{x)dx-\-...-^ f  j\x)dx, 


(0 


quand  les  nombres  positifs  £|,  £2,  •  •  • ,  '-Oi,  ''^li,  •  •  •  tendenl 
vers  zéro,  quelle  que  soit  la  manière  doutées  quantités  tendent 
vers  zéro.  L'expression  (i)  n'a  généralement  pas  de  limite, 
mais  il  y  a  des  cas  nombreux  où  cette  limite  existe  et  reste 
la  même,  quelle  que  soit  la  manière  dont  les  £  et  les  7,  tendent 
vers  zéro. 

Pour  décider  si  une  intégrale  j    f{x)dx  a  une  valeur 

bien  déterminée,  on  forme  les  intégrales  singulières  telles 
que 

/         f{x)dx,       I  f(x)dx, 
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a  désignant  une  valeur  qui  rend  f{x)  infini  entre  les 
limites  Xq  et  X,  et  si  toutes  ces  intégrales  singulières  sont 

nulles,  V intégrale  j    fi^x^dx  est  bien  déterminée. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  que  nous  devons  à  Cauchv, 
il  suffît  de  prouver  que,  si  l'intégrale  singulière  /  fi-^)  dx 
est  nulle,  l'intégrale 

/a—t' 
f{x)dx, 

p  désignant  un  nombre  tel  qu'entre/?  et  a,f[x)  ne  devienne 
pas  infini,  a  une  valeur  bien  déterminée.  En  effet,  la  somme  (i), 

qui  sert  à  définir  /    f[x)dx,  peut  se  décomposer  en  inté- 

grales  de  la  forme  précédente  (2).  Or  on  a 


f  ^ f{x)dx^  f  ''f(x)dx^  r  V(^)' 


Si  l'intégrale  singulière  qui  figure  dans  cette  formule  a  pour 
limite  zéro,  de  quel(|ue  manière  que  sets'  tendent  vers  zéro, 
on  pourra  toujours  prendre  £  et  s'assez  petits  pour  qu'elle  reste 

E 

toujours  moindre  que  -  en  valeur  absolue,  en  sorte  que,  si, 

pour  abréger,  nous  représentons  /  f{x)dx  par  o{t)^  la 
formule  précédente  pourra  s'écrire 

?(£')  =  ?(0+  /         f{^)dx, 

et  l'on  voit  que  'f  (s')  pourra  être  compris  entre  des  limites 

E  il 

c3(£)-i-  —  et  o(e) -;  ou,  si  l'on  veut,  en  appelant  A  et  B 

deux  nombres  fixes  dont  la  différence  soit  E,  on  peut  dire 
que  'f  (s')  reste  compris  entre  A  et  B  pour  des  valeurs  suffi- 
samment petites  de  z'.  Mais  on  pourra  de  même  faire  en  sorte 
L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  7 
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que  ^(s')  reste  compris  entre  deux  autres  nombres  A',  B'  dont 

E 
la  différence  B' — A'  soit  moindre  que  E'<C  -;  mais,  comme 

cp(£')  doit  rester  compris  entre  A  et  B,  on  peut  supposer  A^ 
et  B'  compris  entre  A  et  B;  on  verrait  aussi  que  ^{z')  peut 
être  compris  entre  deux  autres  nombres  fixes  A''  et  B''  dont 

E' 
la  différence  soit  moindre  que  E''-<  —  et  compris  eux-mêmes 

entre  A'  et  B',  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  observe  que  l'on  a 

A<A'<A"<  ...  <A('")<B('«^<Bt'«-i)<  ...  <B, 

on  voit  que  les  nombres  A,  A',  A'',  .  .  . ,  ne  croissant  pas  au 
delà  de  B,  ont  une  limite  a;  que  les  nombres  B,  B^,  .  .  . ,  ne 
descendant  pas  au-dessous  de  A,  ont  une  limite  b;  enfin  que 
a=b,  car  A^'"^  —  B^'"^  peut  être  pris  aussi  petit  que  l'on 
veut;  sa  limite  a  —  b  est  donc  nulle. 

Enfin  o(e')  pouvant  être  compris  entre  A^"^^  et  B''"^  diffé- 
rera de  la  limite  a  d'une  quantité  moindre  que  A^"^^  —  B^'^^^ 
ou  E^'"^  c'est-à-dire  moindre  que  toute  quantité  donnée.  11 
résulte  de  là  que  ^(e')  a  pour  limite  a  =^  b  :  \e  théorème  que 
nous  avons  énoncé  est  donc  démontré  (z;oi/'  t.  I,  p.  3o). 

Voici  quelques  applications  : 

r~^^     eXfJx 
1°  L'intégrale  /       —^==j  quoique  la  quantité  placée  sous 

je  signe  /  devienne  infinie  pour  x  7=1  —  i  et  :?:  =  -f-  i,  est 
finie,  parce  que  les  intégrales  singulières 

/  /  ^  dx,       i  ■  dx 

^-i+t      ^\  —  x'^  '^+i-£    VI  —  x^ 

sont  nulles;  en  effet,  la  quantité  sous  le  signe  /  peut  s'écrire 


1  / —  i   / 

{\-\-xysj\  —  x        ■  {\  —  xy^  sj  \-\- X 

Or  l'exposant  du  facteur  qui  s'annule  au  dénominateur  est 
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moindre  que  un,  et,  comme  -7^=  n'est  ni  nul  ni  infini  pour 

y/i  — ^ 

X  =z  —  I,  il  en  résulte  que  la  première  intégrale  singulière 

est  nulle;  on  verrait  qu'il  en  est  de  même  de  la  seconde. 

C^^  '      \  dx 
1^  L'intéerrale  /       sin est  finie.  Pour  le  constater,  il 

^  J^  X    X  ' 

faut  étudier  l'intégrale  singulière   /     sin Si  nousy  clian- 

I       1,       j      .       j                 Z**^  sina?  dx  ^      >    ^  ,   - 

geons   X   en  -j  elle   deviendra  —  /     ,  e  et  e    desi- 

gnant  -  et  -?  c'est-à-dire  des  nombres  très  grands.  Si  nous 

décomposons  cette  intégrale  en  d'autres  ayant  pour  limites 
e>2A-n:  et  {ik -^  \)t.^  (aA^M-  1)7:  et  (2A-  +  2)7:,  .  .  .,  la  pre- 
mière et  la  dernière  seront  négligeables;  quant  auK  autres, 
elles  formeront  une  suite  décroissante  de  termes  alternative- 
ment positifs  et  négatifs;  leur  somme  sera  donc  moindre  que 
la  première  d'entre  elles,  c'est-à-dire  infiniment  petite  :  ainsi 
notre  intégrale  singulière  étant  nulle,  l'intégrale  proposée 
sera  finie. 

IV.  —  Explication  d'un  paradoxe. 
Si  l'on  applique  la  formule 
(I)  J  /(:r)^^=:F(X)-F(^o), 

F(x)  désignant  une  des  fonctions  qui  ont  pour  dérivées /(.r), 
quand  la  fonction /(^)  devient  infinie  pour  une  valeur  de  x 
comprise  entre  ^0  et  X,  on  peut  trouver  des  résultats  inexacts; 
d'ailleurs,  la  notion  d'intégrale  définie  ayant  été  généralisée, 
il  faut  aussi,  avant  de  l'employer,  généraliser  les  formules 
démontrées  seulement  dans  le  cas  où  la  fonction  placée  sous 

le  signe  /  ne  devient  pas  infinie. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


W 


r-^'dx 

J_       x-^  ' 
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si  Ton  applique  la  formule  (i)  en  supposant /(.r)  =  -^^  on 

aura  F(^)  = et  l'on  trouvera 

dx 


L 


—  —  2, 
X'^ 


résultat  évidemment  absurde,  tous  les  éléments  de  l'intégrale 
étant  positifs.  11  est  facile  de  s'assurer  que  l'intégrale  (2)  est 
infinie,  et  en  eiïet,  en  appelant  £  et  z'  des  infiniment  petits,. 


j.,  ^''     \j^,  ^-  -h  -^^ 


1 

I  H .  —  I 


X 


Quoi  qu'il  en  soit,  quand  on  se  sera  assuré  que  l'intégrale 

f{x)dx  a  une  valeur  finie,  c'est-à-dire   que  toutes  les 

intégrales  singulières  qu'elle  contient  sont  nulles,  on  pourra 
encore  appliquer  la  formule  (i),  mais  avec  certaines  pré- 
cautions. 

Supposons  en  effet /(^)  infini,  pour  x  —  c,  nous  aurons 

/     f{x)dx^^   /        f{x)dx-i-    /         f{x)dx-{-    /      fi^)dx, 

zel-ri  désignant  des  infiniment  petits.  Si  l'intégrale  singulière 
est  nulle,  on  a 


/ 


/(:r)6/^  =  F(c-s)-F(^o)+w-hF(X)-F(c  +  Ti), 


03  désignant  l'intégrale  singulière  qui  s'évanouit  par  hypothèse 
avec  £  et  r,  ;  or,  si  F(^)  est  continue  pour  x=  c,  F(c  —  £) 
et  F(c  -|-7j)  tendent  vers  la  même  limite  F(c)  et  l'on  a  dans 
ce  cas,  mais  dans  ce  cas  seulement, 


f  f{x)dx-^¥{\)-P{x,). 
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V.  —  Des  intégrales  prises  entre  des  limites  infinies. 
Les  symboles 

f   f{x)dx,       f  f{x)dx,       f       f{x)dx 

sont  équivalents  à  ceux-ci 

lim    /  f(x)dx,     lim    /     f(x)dx,     lim    /    f(x)dx, 

^a  «^-A-  *J-k 


pour  h=^^  ^  A-=3o  ,  ainsi  qu'il  a  été  dit  plus  haut.  Pour 
reconnaître  si  de  pareilles  intégrales  sont  finies  ou  infinies, 
la  marche  est  toute  tracée  quand  on  peut  évaluer  l'intégrale 

indéfinie  I  f{x)dx]  on  calcule  cette  intégrale,  on  lui  donne 

des  limites  variables  et  dans  le  résultat  on  fait  croître  indéfi- 
niment la  limite  qui  doit  devenir  infinie. 

Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  calculer  la  valeur  d'une  inté- 
grale dont  les  limites  sont  infinies  pour  reconnaître  si  elle  a 
une  valeur  bien  déterminée.  Eu  général  : 

Pour  que  l' intégrale 

/f{x)dx     ou       /    f{x)dx, 
•- --  » 

dans  laquelle  f{x)  ne  devient  pas  infinie  quand  on  fait 
varier  xdea  àco  ,  ait  une  valeur  bien  déterminée^  il  suffit 
que  l'intégrale  singulière 


I    f{oo)dx     ou     J      f{x)dx, 


dans  laquelle  t  et  e'  croissent  indéfiniment,  ait  une  valeur 
nulle,  quel  que  soit  la  manière  dont  on  fait  croître  ces 
deux  quantités. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  identique  à  celle  qui 
a  été  donnée  (p.  97). 
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Pour  reconnaître  si  l'intégrale 

est  finie  ou  infinie,  il  est  clair  que  Ton  peut  la  décomposer  en 

/»«  /»^  /^  " 

/     f{x)dx,       /     f{x)dx,       /     f{x)dx 

et  chercher  si  celles-ci  sont  finies  ou  infinies. 

Soit  a  un  nombre  plus  grand  que  un;  si  la  limite  du  pro- 
duit f[x)x^  est  nulle  pour  ^  r=r  oo,  V intégrale  singulière 


/•/'^ 


(I)  j     f{x)dx 

est  nulle,  t  et  t'  tendant  tous  deux  vers  -\-  ce. 
En  effet,  si  la  limite  de  /(x)x°^  est  nulle,  posons 

f{x)x^=  cp(^), 

l'intégrale  singulière  en  question  s'écrira 


r  fM  dx, 


et,  en  appelant  M  une  quantité  égale  à  la  plus  grande  valeur 
que  puisse  prendre  ^(^)  entre  les  limites  £  et  s',  on  voit  que 
l'intégrale  (i)  est  moindre  en  valeur  absolue  que 


'^/ 


"^  dx                 M 
—  j      ou     


£a-i 


cette  quantité  est  évidemment  nulle  pour  s  =  oo  et  s'  =  oo, 
lorsque  a  >  i ,  puisque  M  a  pour  limite  o  pour  ^  =  00. 

On  démontrerait  de  même  que,  si  a  est  plus  grand  que 
un  et  si  la  limite  de  f{x)x^  est  nulle  pour  x  =z  — 00, 
r  intégrale  (i)  est  nulle  quand  on  suppose  s  et  e!  égaux 
à  —  00. 

Si  le  nombre  a  est  plus  petit  que  un,  ou  s'il  est  égala  un, 
si  de  plus  la  limite  de  f[x)x'^  pour  x  =z  œ  est  Ji nie,    ou 
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m.êmesif{x)x^  croit  en  conservant  le  même  signe,  V inté- 
grale 

f{x)du 


I 


est  infinie  pour  s' =  go  ^  pourvu  que  t  soit  suffisamment 
grand. 

En   effet,  posant  toujours  ^{x)^=  f{x)x^,  l'intégrale  en 
question  est  égale  à 

■%(:r) 


/ 


x^ 


dx, 


et,  en  appelant  M  une  quantité  inférieure  en  valeur  absolue 
à  la  valeur  minima  que  prend  o{^x)  entre  les  limites  £  et  t' , 
valeur  que  l'on  peut  supposer  plus  grande  que  zéro,  on  voit  que 

1      -^^^  dx  >  M   /      —  ; 
si  a  =:  I ,  on  a 

r^' o(x)dx        ,,  ,       £' 

si  a  <^  I ,  on  trouve 

r  "■'  '^(x)dx         M      /  _r 1^ \  . 

,f  x^  a  —  I  \  £'^-1        o'a-V  ' 

dans  les  deux  cas  l'intégrale  est  infinie  pour  t'  =  oo. 
On  verrait  de  même  que  : 

Si  le  nombre  a  est  plus  petit  que  un  ou  égal  à  un,  si  de 
plus  U expression  f{x)x^  est  finie  ou  infinie^  mais  diffé- 
rente de  o  pour  X  =  —  co,  l'intégrale 

/     f{x)dx 

est  infinie  pour  e' =  — oc,  pourvu  que  e  soit  négatif  et 
suffisamment  grand  en  valeur  absolue. 

Il  faut  bien  remarquer  que,  pour  qu'une  intégrale  singu- 
lière à  limites  infinies  soit  nulle  ou,  si  Ton  veut,  pour  qu'une 
intégrale  ordinaire  dont  une  limite  est  infinie  ait  une  valeur 
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bien   déterminée,    il   n'est   pas   nécessaire    que   la   quantité 

placée  sous  le  signe  /  ait  pour  limite  zéro  quand  la  variable 

devient  infinie.  Tout  ce  que  l'on  peut  affirmer,  c'est  que  la 

quantité  placée  sous  le  signe   /  ne  doit  pas  conserver  un  signe 

constant  et  rester  pour  de  grandes  valeurs  de  la  variable  supé- 
rieure à  une  quantité  finie. 
L'intégrale 

par  exemple,  est  finie  ;  car  elle  est  égale  à 


/'(^^^^-' 


comme  on  le  constate  en  changeant  x  en  -• 

Les  théorèmes  qui  précèdent  suffiront  dans  un  grand 
nombre  de  cas  pour  décider  si  une  intégrale  est  ou  n'est  pas 
finie.  On  arrivera  aussi  à  décider  si  une  intégrale  est  ou  n'est 
pas  finie,  en  la  comparant  à  une  autre,  dont  les  éléments  sont 
manifestement  plus  grands  ou  plus  petits  et  dont  la  valeur 
sera  connue. 

Faisons  maintenant  quelques  applications. 

L'intégrale 


/ 


dx 


/- 


est  finie,  parce  que  la  limite  de  x-  ,  pour  ^  =  00    est 

nulle. 

L'intégrale 

dx 


f 


log^  /i 


n'est  pas  plus  difficile  à  discuter;  toutefois,  en  considérant 
l'intégrale  singulière 


/■ 


dx  r       dx 


r^    doi 

1      X  lo< 


log^  /l  -+-  ^2  J        X  logo;    ^,  _^  ^2 
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on  voit  qu'elle  est  plus  grande  que^,  par  exemple,  la  moitié  de 
dx 


r"-'    dx        ,     ,      .     1     1 

J^      x\o^x  ^      ^  ^      ^ 


ou   de  log^-^>   quantité  qui  est  aussi  grande  que  l'on  veut 

en  prenant  s'  suffisamment  grand  par  rapport  à  e;  l'intégrale 
considérée  est  donc  infinie. 
L'intégrale 

/-"        dx         _    A        dx  r"'        dx  r°°         dx 

J^     i/x{i-x-^)      J^     \/x{i—x-^)      J ^   sjx{i—x-^)      J^     v/^(i-a?2) 

est  finie,  parce  que  toutes  les  intégrales  dans  lesquelles  elle 
se  décompose  sont  finies,  ou,  si  l'on  veut,  parce  que  les  inté- 
grales singulières 

r"-'       dx  /•*-"' dx^ r''       dx 

Je      \/x{i  —  x^-)       Jj^^      ^x{i  —  x-^)       J^      ^x{i  —  x'-) 


OÙ  £  et  e    sont  infiniment  petits  dans  les  deux  premières, 
infinis  dans  la  dernière,  sont  nulles. 


VI.  —  Théorème  de  Cauchy. 

La  série 

cp(i)+cp(2)  +  ...4-cp(n)... 

et  l'intégrale  définie 

f    ?(^) 


dx 


ont  en  même  temps  des  valeurs  finies  ou  infinies,  quand 
cp(^)  désigne  une  fonction  indéfimiment  décroissante  de 
o  à  ao  et  ayant  pour  limite  o. 


En  effet,  on  a 


/çp(^)<i^=    /     ^{x)dx-^  j     o(x)dx-{-   I     (^(x)dx 
«^0  *^l  '^2 
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et  évidemment 


(0 


/      cp(:c)«?a7<  (p(o)-f-cp(i)-}-...+  cp(/i  — i): 


SI  donc,  pour  az  =  co  ,  la  série  est  convergente,  le  second 
membre  sera  fini  et,  par  suite,  le  premier  aussi.  D'un  autre 
côté, 

et  SI,  pour  ^  =  00  ,  le  second  membre  est  infini,  la  série  sera 
divergente  et  l'intégrale  sera  infinie.  De  même,  si  l'intégrale 
est  finie,  le  premier  membre  (2) reste  fini,  le  second  membre 
aussi  et,  par  suite,  la  série  est  convergente;  (i)  montre  que 
SI  l'intégrale  est  infinie  la  série  est  divergente  :  donc,  etc. 

C.     Q.     F.     D. 

Voici  quelques  applications  : 
La  série 

1         I  I 

est  convergente  si  k  est  plus  grand  que  l'unité;  ca  efî'el, 
ici  'f  (n)=  -^,  et  l'on  a 

J^       ^^-  ~  L      (X:-])^/^-iJi  "^  F^' 

quantité  finie  quand  on  suppose  k^\.  On  prouve  de  même 
que  la  série  est  divergente  pour  A  <  i  ou  pour  A  =  i . . 

La  série  dont  le  terme  amènerai  est — -, est  divergente, 

^  nlogn  o  ' 

/°°      dx 
-[^  =  (loglog^);  est  infini. 

La  série  dont  le  terme  crénéral  est  —, -; — ; est  diver- 

^  /i  log/i  loglog/z 

gente  pour  une  raison  analogue,  etc. 
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VII.  —  Rapprochements  entre  les  séries  et  les  intégrales  définies. 

Théorème  d'Abel.  —  Soient  Œq,  at,  a^-,  .  .  .  des  nombres 
qui  ne  vont  pas  en  croissant,  en  sorte  que  «o  =  <^i  =  <^2>  •  •  •  ? 

(l)       Sq=Uq,         Si=  Uo-^  Ui,  ...,         Sa=  Uo-^  Ui-^.  .  .-i-  Un, 

et  M  le  plus  grand  des  modules  des  sommes  Sq,  s^^  .  .  . ,  5„, 

on  aura 

mod(ao  Wq  ■+-  «i  Wi-f-.  . .  +  a,i  u,i)  <  M<2o- 

En  effet,  des  formules  (i)  on  tire 

U^T=  Si' —  Sq,  112  =  S2  —  •*!?  •  •  •  ■>  ^^fl  =^  •^«  —  S/l-l 

et,  par  suite, 

aollQ^  aiUi  -i-. .  .-hanUn  =  aoSo-+-ai(si—SQ)-^.  .  .-han(Sn  —  Sa-i) 

ou 

ctQUo-\-  ctiUi-h . . .-+-  a,i u,i 

=  ,So(<^o  —  «i)  +  Si(ax  —  a^)-\-.  .  .-\-  Sn-i{a,i-i  ~  a,i)-\-  Saan- 

Aucune  des  différences  «o  —  <^i ,  «2  —  <^'i  7  •  •  •  n'est  négative  ; 
si  donc  on  remplace  ^o,  -^i,  •  •  •  par  M,  on  aura 

aQUQ-{-. .  .^  a,iUa<CM(ao — «j  +  aj  —  ^2 +  ...  +  ««)     ou     <Mao- 

G.    Q.    F.    n. 
Corollaire  I.  —  Si  la  série 

U0-+-  Ui-\-  U2-^.  .  .-i-  Un  H- .  .  . 

est  convergente,  et  si  les  nombres  a^^  a,,   ...  positifs  ne 
vont  pas  en  croissant,  la  série 

aoUo-i-  aiUi-h.. .-+-  anUn-^.. . 

sera  convergente. 

Car  la  somme  des  p  termes  qui  suivent  le  /i''"'"^  pourra  être 
prise  moindre  que  Ma^^,  c'est-à-dire  aussi  petite  que  l'on 
voudra,  puisque  M  est  la  plus  grande  des  quantités  modw«, 

moà{Ua-^r  Un+\)i    ^oà{Un-^  Un^\ -\-  Un^i),   CtC. 
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Corollaire  II.  —  Sim(^x)  est  une  fonction  positive  qui 
ne  va  pas  en  croissant  quand  x  varie  de  a  à  x  et  si  V in- 
tégrale (  ^  ) 

(i)  Ç    f{oc)dx 

est  finie,  U intégrale 

(2)  /     f{x)v5{x)dx 

le  sera  aussi. 

Car,  en  vertu  du  théorème  d'Abel  qui  précède,  en  appe- 
lant M  la  plus  grande  valeur  absolue  de  la  somme 

n  —  m 

(3)  ^f{z-+-n^^x)^x, 

11=0 

où  o  <^  B  <^  I ,  quand  m  varie  de  o  à  oc,  on  aura 

n=7n 

(4)  "^/(^  -^  /zO  A^)Tn(£  -h  ne  A^)A.r  <  mw{z). 
«  =  0 

Or,  si  l'on  suppose  que  n  croisse  indéfiniment,  on  voit 
que,  £  étant  censé  supérieur  à  a  et  |jl  désignant  la  plus  grande 
valeur  que  puisse  prendre 


on  aura 


/    f{^)dx, 
I     f{x)TTj(x)dx  ^  i).m(z); 


or  la  première  intégrale  singulière  est  infiniment  petite  pour 
srzzoo;  la  seconde  l'est  donc  aussi,  ce  qui  prouve  que  (2)  est 
finie.  c.  Q.  F.  D. 


(')  Par  fonclion   qui  ne  va    pas    en  croissant,  nous  entendons   ici   une 
fonction  zd{x)  telle  que,  h  étant  positif,  on  n'a  jamais  ra(a7  +  h)  >  ra{x). 
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VIII.  —  Sur  les  précautions  à  prendre  quand  on  passe 
de  l'intégrale  indéfinie  à  l'intégrale  définie. 

Le  moyen  le  plus  régulier  pour  calculer  une  intégrale  dé- 
finie consiste  dans  l'application  de  la  formule 


(0 


f    F'(cc)dx^FiX)  —  F(x,)', 


mais  l'application  de  cette  formule,  lorsque  Ton  connaît  la 
fonction  F(^)  qui  a  pour  dérivée  F'(j;),  présente  quelques 
difficultés  qu'il  est  bon  de  signaler. 

Proposons-nous,  par  exemple,  d'évaluer  l'intégrale 

L'intégrale  indéfinie  est  arc  tang^,  ou  plutôt  l'une  des  va- 
leurs de  arc  tang^,  et  il  semble  que  arc  tang  i  —  arc  tang( —  i) 
soit  une  valeur  indéterminée  de  notre  intégrale  donnée  par 
la  formule  (i),  car  arc  tang  i  —  arc  tang( —  i)  est  de  la  forme 

/cTz  4-  ^y  k  désignant  un  entier  quelconque.  Ce  résultat  est 

évidemment  absurde  a  priori,  et  provient  d'une  interpréta- 
tion mauvaise  de  la  formule  (i). 

Voici  comment  il  faut  présenter  les  choses  : 


Considérons  l'intégrale 


d.r 


x^ 


qui,pour^=  i,  est  égale  àTintégrale  cherchée.  Zpour^=  —  i 
est  égal  à  zéro,  puisque  cette  intégrale  n'a  pas  d'éléments,  et 
elle  varie  en  croissant  d'une  manière  continue  avec  z  :  quelle 
que  soit  la  valeur  de  arc  tangx  choisie  pour  représenter  l'inté- 
grale indéfinie  de  —7 — --,  la  valeur  de  Z,  qui  est  une  de  celles 
de  l'expression 
(3)  ai'ctangz  —  arctang(— 1) 


IIO  CHAPITRE    III. 

devra  varier  d'une  manière  continue,  et  la  valeur  dearctang^, 
qui  figure  dans  la  formule  (3),  devra  elle-même  varier  d'une 
manière  continue.  Elle  ne  pourra  franchir  un  multiple  de 

-?  puisque  z  ne  devient  jamais  infinie;  elle  est  donc  bien 

déterminée  pour  ^  r=  4- i ,  quand  on  a  choisi  la  valeur  de 
arctang( — ^i);     si    donc    on    prend     arctang( — i)    égal    à 

Y-Ixt:,  k  étant  un  entier  quelconque,  il  faudra  prendre 


arctang(-t-  i)  ;=  +  j  -j-  /tti,  et  la  valeur  de  Z,  pour  ^  =  i, 
ou  l'intégrale  cherchée  (2),  sera  égale  à 


4  V     4  /      '2 


La  valeur  de  (2)  est  donc  bien  déterminée  et  égale  à  -•  On 
trouve  d'une  manière  semblable 


dx  TT 


X'^  2 


C'est  ici  l'occasion  de  faire  connaître  un  beau  théorème  de 
Cauchy  et  de  parler  de  la  notion  de  V indice  d'une  fonction. 

IX.  —  Théorie  des  indices  de  Cauchy. 

Cauchy  appelle  indice  de  la  fonction  f  [x) ,  pour  une  valeur 
de  X  qui  la  rend  infinie,  le  nombre  —  i  si  elle  passe  du  négatif 
au  positif  quand  x  croît,  -}-  i  si  elle  passe  du  positif  au 
négatif,  et  o  si  elle  ne  change  pas  de  signe. 

Uindice  de  f{x)  entre  les  limites  Xq  et  X  est  la  somme 
des  indices  de/(^)  pour  les  valeurs  de  x  qui  entre  ces  limites 
la  rendent  infinie;  en  d'autres  termes,  l'indice  de/(^)  entre 
les  limites  Xq  et  X  est  égal  à  N  —  /i,  N  désignant  le  nombre 
de  fois  qu'elle  passe  du  positif  au  négatif  et  n  le  nombre  de 
fois  qu'elle  passe  du  négatif  au  positif  en  devenant  infinie, 
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quand  x  croît  de  ^o  à  X;  l'indice  en  question  se  représente 
au  moyen  de  la  notation 

Théorème  I.  —  Soit  f[x)  une  fonction  qui  ne  de^nenne 
discontinue  qu  en  passant  par  V  infini;  V  intégrale 

aura  pour  valeur 

IX 

la  notation  [arc  tangjr]  désignant  un  arc  compris  entre  —  - 
et-\--' 

f'(x)dx 
En  effet,  l'intés^rale  indéfinie  de  .\, — -   est  évidemment 

arctang/(^),  à  une  constante  près;  si  nous  prenons  pour 
limites  Xq  et  X,  nous  aurons  donc 

u=  arctang/(X)  —  arc  tang/(^o)  1 

mais  le  second  membre  abesoin  de  recevoir  une  acception  pré- 
cise. Si  Ton  prend  pour  arc  tang/(^o)  la  valeur  [  arc  tang/(^o)] 

comprise  entre  —  -  et  +  -?  pour  fixer  les  idées,  il  faudra  que  u 

s'annule  pour  X  =  Xq,  et  l'on  aura,  pour  des  valeurs  de  X  très 
voisines  de  Xq, 

u  =  [arctang/(X)]—  [arctang/(.a"o)], 

que  nous  écrirons 

u  =  arctang/(X) —  [arctang/(^o)]- 

Faisons  croître  X;  ?^  va  commencer  par  croître  en  valeur 
absolue  et  va  varier,  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  un 
autre,  jusqu'à  ce  que  X  passe  par  une  valeur  rendant /(X) 

infini;  à  ce  moment,  arctang/(X)  passe  par  zh  -  : 


12  CHAPITRE    1 

Tî 


1°  Il  franchit  la  valeur-  si/(X)  passe  du  positif  au  négatif, 
c'est-à-dire  si  son  indice  est  +  i  ; 

2°  Il  franchit  la  valeur  —  -  si  l'indice  de  /(X)  est  —  i  ; 

o"  Il  ne  franchit  aucune  des  valeurs  zb  -  si  Tindice  de  /(X) 
est  zéro. 

En  général,   arctang/(X)  franchira  un  multiple  de  ^  en 

croissant  quand  l'indice  de  /(X)  sera  +  i  ;  il  franchira  un 
multiple  de  -  en  décroissant  si  l'indice  de/(X)  est  —  i  ;  enfin 
il  passera  par  un  multiple  de  -^  sans  le  franchir,  si  l'indice 

de/(X)  est  zéro.  Supposons  alors  que,  X  variant  à  partir 
de  Xq^  il  passe  par  des  valeurs  de  x^,  x^,  ...  rendant  infinie 
la  fonction  f{x),  pour  lesquelles  l'indice  de  cette  fonction 
soit  successivement  a  fois  de  suite  +  i ,  ^  fois  de  suite  o,  y  fois 
(Je  suite  —  i,  etc.  Si  l'on  désigne  par  s  un  infiniment  petit 
positif,  arc  tang/(^<  -f- e)  sera  égal  à[arctang/(^i  -f-s)]  +Tr, 
arctang/(^2  +  ^)  sera  égal  à  [arctang/(^2  -h  s)]  4-  2?:,  ... , 
arc  tang/(j:'a  -|-  s)  sera  égal  à  [arctang/(^a+  2)]  +  ccti;  puis, 
pour  les  valeurs  ^a+i,---,  <^p,  arc tang/(^  +  s)  restera 
toujours  compris  entre  les  mêmes  multiples  de  f  ;  mais  on  aura 

arctang/(^p+i  +  £)  =  [arctang/(a:-p+i-i-£)]-4-  aTr,      ..  ., 

et,  en  définitive,  arctang/(X)  sera  égal  à  [arc tang/(X)] 
augmenté   de   a?:-!- otû  —  Y7:  + .  .  . ,   c'est-à-dire  d'autant  de 

fois  71  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'indice  J    f{x)  ;  on  a  donc 

r"-  f{oc)dx  r  /(^)  +  [arctang/(X)]-[arctang/(^o)L  . 

ce  qu'il  fallait  prouver. 
Théorîsme  \l.   —  On  a 
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En  effet,  on  a 

■X        fu  ^^  -w-X 


/-^        f'ix)  T^ 

-j— ^r—  c?:r  =  7r|    /(a7)-4-[arctang/(X)]  — [arctang/(^o)], 

/X  d  T 


(a) 


or  le  premier  membre  de  la  dernière  équation  est  égal  à 

donc,  en  ajoutant,  il  vient 

~-[arctang/(X)]-i-  |^arctang-^J 
—  [arctang/(^o)]—     arctang^-^J- 

Or  [arctang/(X)]  et     arc  lang  sont  tous  deux  compris 

entre  —  -  et  +  -;  donc,  si/(X)  est  positif,  [arc tang/(X)] 
est  positif  et  arctang^.^  =-  — [arctang/(X)]  ;  si/(X) 
est  négatif,  il  en  sera  de  même  de  [arctang/(X)]  et  de 
arc  tan  g——  ,  qui  sera  égal  à  —  !  [arc  tang/(X)]  H — [•  On 
a  donc 

la  formule  (a)  devient  alors 

ce  qui  donne  la  formule  que  l'on  voulait  démontrer. 

L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  8 


ii4 
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Ce  théorème  peut  se  démontrer  sans  le  secours  du  Calcul 
intégral,  en  observant  que,  si  <7,  ^,  c,  .  .  .  sont  les  zéros  et  les 
infinis  àe  J\x)  rangés  par  ordre  de  grandeur  à  partir  de  Xq^ 

les  indices  successifs  de/(^)  et  de  — — -  seront 


/(^) 


Pour/(^o)>  O' 
Pour/(^o)<o. 


Si  o(^)  désigne  un  polynôme  entier,  la  fonction— — -passe 

toujours  du  négatif  au  positif  :  son  indice  ne  peut  jamais 
être  o  ou —  i  et,  par  suite,  en  appelant  Nie  nombre  des  racines 
de  cp  {_x)  =  o  comprises  entre  Xq  et  X,  on  a 


i; 


^'{^) 
^{x) 


Il  en  résulte  la  formule  suivante,  due  à  Cauchj  : 


r 


dx 


=      arc  tan  e:- 


?'(-3:^o) 


arctang 


|-i-N7r. 


Théorème  de  Sïurm.  —  Nous  ferons  usage,  dans  ce  qui  va 
suivre,  de  la  formule  démontrée  plus  haut 


rj^^) 


r  /(X) 

Lv/7HX 


/(•^o) 


X)      v//H^o)J 


mais  nous  l'écrirons  sous  une  forme  plus  commode.  Nous 
emploierons  la  notation  SA  pour  représenter  +  i  si  A  est 
positif,  o  s'il  est  nul  et  —  i  s'il  est  négatif;  on  pourra  énoncer 
ce  symbole  signe  de  A.  La  formule  précédente  donnera  alors 


Cela  posé,    considérons  deux  polynômes  o(^)  et   'f  ,(^),  le 
degré  de  C3,  étant  égal  ou  inférieur  à  celui  de   cp.   Soit  o^,{x) 
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le  reste  changé  de  signe  de  la  division  de  ca  par  es,  ;  soit  csg  le 
reste  changé  de  signe  de  la  division  de  cp,  par  cp^,  etc. 
On  aura  d'abord,  en  appelant  Q  le  quotient  de  'j  par  o,, 


ou 


ce  qui  simplifle  la  recherche  de  l'indice  des  fonctions  ration- 
nelles. De  cette  formule  on  tire 


x„?2(-^)  J-x/f2(^) 


II 


I 


f«-l(-2?) 


cp,i  désignant  une  constante,  un  diviseur  de  cp,^_,(^)  ou  une 
fonction  qui  ne  s'annule  plus  entre  Xq  et  X;  on  déduit  de  là 

_f    1^  f    'ii-^f    il+f    ?i_^f    i5^...+  f    >Z!; 

mais,  en  faisant  usage  de  (i),  on  a 

1-^  oiix)  _      ,:  n  ?i^X)       I  n  ?2(X)  _^      _^  1  O  ?/^-i(X) 
_^,^  '-^(.r)   ~       2  O   o(X)  "*~  2  O  cpi(X)    '  •  •  •  '    2  O    cp„(X) 

Or  u  et  i^'  forment  en  général  une  variation  ou  une  perma- 
nence, selon  que  X  -  est  égal  à  —  i  ou  à  -f-  i  ;  donc,  en  ap- 
pelant V  le  nombre  de  variations  de  la  suite 

cp(X),     cp,(X),     '^^(X),      ...,     '^«(X), 
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et  P  le  nombre  de  ses  permanences  ;  Çq  le  nombre  des  varia- 
tions de  la  suite 

o{Xo),       cpi(a7o),       ^ii^o),        ...,       ^ni^o) 

et/>o  le  nombre  de  ses  permanences,  on  aura 


OU 


I 


^    C2i  I  I 

O  '1    '  '2 


mais  V  —  ^0  =/>o  —  P?  car  le  nombre  des  variations  gagnées 
ou  perdues  en  passant  de  ^o  à  X  est  égal  au  nombre  des  per- 
manences perdues  ou  gagnées  par  la  suite  considérée  dans 
les  mêmes  circonstances;  donc 


I 


^7-^    =  V  —  Vq. 


Si  ^i(^)  est  la  dérivée  de  ^(^),  la  formule  précédente  con- 
tient précisément  l'énoncé  du  fameux  théorème  de  Sturm. 


X.  —  Des  précautions  à  prendre  quand  on  effectue  un  changement 

de  variables. 

En  général,  on  a  vu  que 

Jf{x)dX:^Jf[-0{t)]^'{t)clt. 

Cette  formule  est-elle  applicable  aux  intégrales  déiînies? 
Nous  examinerons  successivement  plusieurs  cas  : 
i"  Nous  supposerons  que  l'intégrale  définie 


/ 


X 

f{x)dx 


remplisse  les  conditions  suivantes  :  Xq  sera  plus  petit  que  X 
(ce  que  l'on  peut  toujours  supposer),  la  fonction  f{x)  ne 
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sera  pas  infinie  enlre  ^o  et  X,  et  x^  et  X  eux-mêmes  seront 
finis.  La  fonction  cp(^)  =  ^  se  réduira  à  Xq  pour  t=to  et 
à  X  pour  ^  =:  T;  enfin,  t  variant  de  /q  à  T,  cp(^)  ne  deviendra 
jamais  infini  ou  discontinu,  aura  une  dérivée  bien  déterminée 
et  ira  toujours  en  croissant  de  Xq  à  X.  Dans  ces  conditions, 
je  dis  que  l'on  aura 

X  T 

(1)  f   f{x)dx=J  f[o{t)]o'{t)dt. 

En  effet,  dans  ce  cas,  en  appelant  F(^)  une  fonction  ayant 
pour  dérivée  /{^),  la  formule  précédente  revient  à  celle-ci 

F(X)-F(^o)  =  F[c.(T)]-F[cp(^o)], 

mais  cette  démonstration  a  l'inconvénient  de  ne  pas  pénétrer 
au  cœur  de  la  question  et  de  masquer  les  véritables  difficultés 
du  problème  qui  nous  occupe. 
On  a 

(2)  f  f{x)dx  =  \\m[f{l,)\x,-^f{l^)^x,-+-...-^f{U)^^n-il 

?,,  ^2,  •••  désignant  des  quantités  Xq-\-^q^.Xq^  x^  +B,  Ajc,,  ..., 
comprises  respectivement  entre  Xq  et  X\ ,  entre  x^  et  x^,  .... 
Si  l'on  pose  ^  =  'f  (^),  ç/ devra  être  remplacé  par  'f(T/),  'Zi  dé- 
signant une  quantité  comprise  entre  les  valeurs  ti_^  et  ti  de  t^ 
pour  lesquelles  on  a  '^{ti_^  )  =  x^^ ,  ^{ti)  =  xi]  du  reste,  à.Xi 
ou  A  o[ti)  étant  égal  à  Ati(o'{ti  -4-  9/ A  ti),  la  formule  (2)  don- 
nera 


/ 


X 

f{x)dx 


=  lim[/(^i)cp'(^o  +  6oA?o)A^o+-.--^/(^«)?'(^i-i+6,,_iA^,_i)A^,_i], 

Q07  ^M  ••  •  désignant  des  quantités  comprises  entre  o  et  i. 
Or  Ç|,  Çoj  •  •  •  étant  des  nombres  quelconques  compris  entre 
Xq  et  Xi,  Xi  et  Xof  .  .  . ,  on  peut  supposer 
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L'équation  précédente  se  réduit  alors  à 

X  ^T 


f  f{œ)dx=   f  /[cp(0]?'(0 


dt. 


C'est  précisément  la  formule  (i)  qu'il  fallait  établir.  Elle 
met  en  relief  cette  proposition  qui  n'est  pas  toujours  établie 
avec  suffisamment  de  rigueur,  à  savoir  que  : 

IJ intégrale  dhuie  fonction  est  la  limite  de  la  somme 
des  valeurs  que  prend  cette  fonction  multipliée  par  la  dif- 
férentielle de  sa  variable  cjuand  cette  différentielle  tend 

vers  zéro.  Ce  cjui  justifie  la-  notation  j  fdx. 

2"  Nous  supposerons  maintenant  que,  x  variant  de  ^0  à  X, 
la  nature  de  la  fonction  o{t)  soit  telle  que  t  n'aille  pas  sans 
cesse  en  croissant  ou  en  décroissant  de  t^  à  T,  les  autres  sup- 
positions faites  tout  à  l'heure  subsistant  dans  leur  ensemble. 

D'abord  ce  que  nous  avons  dit  s'appliquerait  au  cas  où  t 
décroîtrait  de  îq  à  T;  supposons  donc  que,  x  variant  de  ^0 
à  X  en  croissant,  t  croisse  d'abord  de  t^kt^^  puis  décroisse 
de  ^<  à  ^2>  •  •  •  •  Soient  x^ ,  x^_,  ...  les  valeurs  de  ^  =  cp(^) 
pour  t=^t^,  to^  •  '  '■)  nous  aurons 

f{,x)dx=    /      f{x)dx-h  I      f{x)dx-^r.... 

La  formule  (i)  est  applicable  à  chacune  des  intégrales  qui 
figurent  dans  le  second  membre;  on  a  donc,  dans  le  cas  actuel, 

(3)     f  f{x)dx=^   f^f[^{t)V^\t)dt^  f"fi^'^)^\t)dt-^..., 

et  lé  second  membre  ne  sera  généralement  pas  égal  à 

(    fW^'(t)dt. 

Pour  bien  nous  en  convaincre,  nous  allons  faire  une  appli- 
cation. 
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Considérons  l'inté^^rale 


i 


+1 

dx  —  2. 


Si  nous  posons  x  =  ^t^  nous  aurons  dx -=^  - — -;  l'applica- 

2  s/t 

tion  de  la  formule  (i)  donnerait 

/       dx=   i    — -  =0, 

résultat  faux;  efifectivement,  x  variant  de  — i  à  +  i,  ^  varie 
en  décroissant  de  i  à  o,  puis  se  remet  à  croître  à  partir  de  o 
jusqu'à  I  ;  on  aura  donc,  en  appliquant  la  formule  (3), 

I       dx  =    /     dx  -^   I     dx 

_  r^ dt_     r^ ^  _    r^_^  _  r^^ 

J^  isjt    '  J^    isl't        '^J^    isjt       J^    s/'t 

L'intégrale  indéfinie  étant  i  \Jt,  l'intégrale  définie  sera  2,  ainsi 
que  cela  doit  être.  Nous  avons  d'ailleurs  remplacé,  dans  l'in- 

tégrale   /    dx^  x  par  —  sjt,  parce  que  x  y  est  négatif. 

3*^  Faisant  les  mêmes  hypothèses,  d'ailleurs,  que  dans  le 
premier  cas,  si  l'on  suppose,  par  exemple,  ^j  =  co,  on  aura 
bien 


■To 


/      f{x)dx=   I     /(cp)cp'i 


\t)dt\ 


f{x)dx  sera  égal  à    /    /(f  )  '■^\t)dt^  t'  àési- 

gnant  la  valeur  de  t  pour  laquelle  x  est  égal  à  x^  —  s;  cetle 
égalité  ayant  toujours  lieu,  on  aura  encore  à  la  limite 

r^f{x)dx=  r  f{^)<^'{t)dt. 
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XI.  —  Remarques  au  sujet  de  rintégration  par  parties. 

Lorsque  l'on  veut  calculer  la  valeur  d'une  intégrale  définie, 
on  peut  commencer  par  calculer  celle  de  l'intégrale  indéfinie; 
mais,  s'il  arrive  que  l'on  soit  obligé  d'appliquer  la  règle  d'in- 
tégration par  parties,  on  peut  abréger  un  peu  les  calculs. 

Cette  règle  consiste  dans  la  formule 


/  udv  ■=  uv  —  / 


i>  du 


on  peut  prendre  les  deux  membres  entre  les  limites  x^  et  X 
de  ^;  on  a  alors 


du. 


I  udç  —  (w^^)_^,  —   /  i' 

la  notation  (u^)'    indiquant  que  l'on  doit  dans  ui^  remplacera 
successivement  par  œ^  etX,  et  faire  la  différence  des  résultats 

ainsi  obtenus.  Gaucliy  a  aussi  employé  la  notation  /    uç  pour 

représenter  la  même  quantité  ;  il  emploie  d'ailleurs  la  notation 

pour  indiquer  que  jOq  doit  remplacer  x.  Ainsi 

■  X  .A  .Xq 


/(^)=/(X)-/(^o). 


Pour  appliquer  les  considérations  précédentes,  proposons- 
nous  de  calculer  la  valeur  de  l'intéorale 


dx 


On  a 


"'""/.    (1  +  ^2  y. 
_  r'^"  r       dx x^dx   1 


/, 


.r2  dx 


{v-^x-^y 
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en  intégrant  par  parties,  il  vient 


^r ^ T 


Uni  —  U/n—l 


OU 


ni  —  '-''/Il     _  , 


/  I        \        im  —  3 

il = ih,, 

\         1/71  —  '2/        1  m  —  'i. 

On  a  alors,  en  donnant  à  m  les  valeurs  i ,  2,  3, 


U:y        —    T,     U 


1  —   2    ''> 


uz   =tu->, 


_  'im  —  3 
im  —  1 


t,  par  suite,  en  multipliant  membre  à  membre, 


1 . 3 . 5 . . .  2  /n  —  3 

Uni  = ■  '^• 

■^  .  4  .  6  ...  2  771  —  1 


Considérons  encore  l'intégrale 

^      dx 


r      dx 


qui  est  finie,  comme  nous  l'avons  vu;  l'intégrale  indéfinie  est 
arc  sin^  ;  ^  variant  de  o  à  i ,  l'arc  sinus  varie  de  -  :  donc 

'^         dx  TT 


on  a  aussi 

'  ^     xdx 


f. 


r'     dx 


\/  l  —  x'^ 

En  intégrant  par  parties,  on  trouve 

r^  X'ndx    _        r^x"i-H—xdx) 
J,    v/i  -  ^2  ~"       J^  sji  —  x'^ 


ixin-\Jx  —  x^-)\-\-{m  —  \)   i   x"^'-'^  -^-=z:^  dx; 
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la  partie  intégrée  est  nulle,  et,  en  appelant  le  premier  mem- 


bre Ujn^  on  a 


_  m  —  I 


faisant  alors  m  =  2,  4,  .  .  . ,  in,  puis  m  =  3,  5,  .  .  .,  2/?  +  i 
il  vient 


Ui          =1, 

W2     =  \  Mo, 

U:i          -=  Mil, 

'in  —  i 

171 

'"'         in        "*~'^' 

2/1  -H  I 

c'est-à-dire 

^^^        ^,                I.3.5...(2n— l)    TT 

(I)        W2rt=    -— , 

2.4.6.  ..2^           2 

2.4.6..  .2/1 

"^''^'       1.3.5. ..(2/i-t- 

0 

Cela  posé,  on  a,  en  général. 

/     x"^ 

:  v^i  — 3^2^:^ 

U,n                -h 

Um+l             r' 

^  I> 

I  —  x'^dx 


parce  que  les  éléments  du  numérateur  sont  plus  grands  que 
ceux  du  dénominateur.  Ainsi 


W/«  ^  ^a;z+1  ^  Wm+2 

lonc 

W/n-i-2  U„i-!^'i 


OU 


//l  Uin+t 


pour  m  =  co   le  premier  membre    converge    vers    i  :    donc 


^^^^=1,  etparf"^ -    ''-    ""'" 

Um+1 

mule  (i)  donne  alors 


lim    '"^^  =  i^  et  par  suite,  pour  ai  =  c/d,  lim^ — ^^  =  i  ;  la  for- 


,.       1232.  .,(2/1—1)2(2/1+1)    r 

lim ^ ^-^ — -  - 
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OU 

TT       ,,     I   3  3  5  5         in-hi 

-  z=  hm -----..  .  ; 

2  2244t)  'in 

cette  formule  est  due  à  Wallis. 

XII.  —  Différentiation  sous  le  signe  /. 

Quand  une  intégrale  définie  contient  sous  le  signe    /  un 

paramètre  variable  t,  elle  est  ordinairement  fonction  continue 
de  ce  paramètre,  puisqu'elle  a,  comme  on  l'a  vu,  une  dérivée 
finie  par  rapport  à  ce  paramètre.  11  convient  toutefois  de  reve- 
nir sur  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  de  ce  der- 
nier théorème.  Soit 

(i)  u=   I    f(x,  t)dx; 

on  en  déduit,  en  faisant  varier  t, 

Il -T- lu  —    I     f{x,t^lt)dx, 

r'' 

Lu=  [f{x,t-^lt)-f{x,t)]d.v 

*-  (l 

et,  par  suite, 


Lu  _    r'f{-r,t  +  t.t)-f{x,  t)  ^^ 


M 


Or,  si  l'on  suppose  f{x,  t)  fini  entre  les  limites  a  et  6  de  x  et 
si  l'on  admet  que  cette  fonction  possède  toujours  une  dérivée 

finie  et  en  irénéral  bien  déterminée  —^  on  aura 

^  dt 

f{x,  t-i-M)-f{x,  t)  ^àf_^^ 
M  dt     '    ^' 

£  désignant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro,  quel  que  soit  l, 


124  CHAPITRE    III. 

quand  A^  tend  vers  zéro  ;  la  formule  (A)  pourra  donc  s'écrire 

\u  _  r  àf 


-—  =/     -f  dx  ^   I     £  dx. 
M       J      dt  J 


Si  l'on  désigne  par  E  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre 
la  valeur  absolue  de  £  et  par  9  une  quantité  comprise  entre 
—  I  et 


ou 


^"_    r   ¥.r^   ,    n    /      ^ax 


lu  _    r\)f 


M 


f  'f  dx-^^E(b  —  a); 


donc,  en  passant  aux  limites  et  en  faisant  A^  =  o,  E  =  o 


,.     A^^        du  r^àf   , 

lim —  =z  --  —  -^  dx 

M         dt       J      ôt 


Mais  cette  démonstration  suppose  h  —  a  essentiellement  fini  ; 
elle  ne  s'applique  donc  pas  aux  intégrales  prises  entre  des 
limites  infinies. 

Considérons  l'intéOTale 


u=  f{x,  t)dx\ 

h  étant  positif  et  plus  grand  que  a,  posons 

u=Ui-\-  j     f{x,  t)dx 


on  aura 


et,  en  faisant  ^  =  - 


u^  u^-\-  j     f 


1 

z      I  z'- 
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Supposons  que,  ::  variant  de  o  à  >'/(  -'  M  —^  conserve  une 
valeur  bien  déterminée,  ainsi  que  sa  dérivée;  il  viendra 


du  _  dU) 
'di  ~  ~dt 
ou 

du        âui 
'ai  ~  ~dt 
d'où  l'on  conclura 

du 
Tt 


Ainsi,  de  la  formule  (i)  on  pourra  conclure 

f 


ât         1      dt        ' 


pourvu  que,  les  limites  a^  h  restant  finies,  f  ait  entre  ces 
limites  dex  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée  ;  on  pourra 
encore  en  conclure  cette  formule  quand  a  ou  h  seront  in- 
finis, mais  alors  f[-->  0  —  devra  être  fini  ainsi  que  sa 

dérivée  relative  à  t  ciuand  x  tend  vers  -  ou  -f 

^  au 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


/' 


%\x\tx    , 
■  dx. 


Pour  savoir  si  nous  avons  le  droit  de  la  différentier  par  rap- 
port à  ^,  posons,  dans  Tintégiale 


/ 


dx^ 


nous  aurons 


/ 


^  .    t  dz 
sin-  — ; 


'0 

po 


sin-  pour  ^  ^  o  est  infini  :  sa  dérivée  d'ailleurs  est  infinie 
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on  ne  peut  donc  pas  différentler  l'intégrale  en  question  par 
rapport  à  t.  Effectivement,  on  trouverait    /     cos  tœdx,  qui 

est  indéterminé,   tandis  que    /     ^^"       dx  est  finie  et  bien 

déterminée,  comme  nous  le  verrons  plus  loin. 
Considérons  encore  l'intégrale 


/■ 


e-'-^'  dx  ; 


t 
e    T 


l'expression  — ^?  quand  on  suppose  ^  ==  o,  est  finie  ainsi 


t 

e    A-' 


mie  sa  dérivée r--  On  aura  donc  le  droit  de  différentier 

par  rapport  à  t  l'intégrale  précédente,  et  la  dérivée  de  cette 
intégrale  sera 

—    /      .r^  e-^^'  dx 

do 

On  peut  encore  donner  un  autre  critérium,  pour  voir  si 
l'on    peut   appliquer  la  règle   de    la    différentiation  sous   le 

signe    /   à  une  intégrale  prise  entre  des  limites  infinies  :  on 

a  en  effet 

^_    r^  f(x,  t-^\t)  —  f(x,  t)  ^^^ 


c'est  la  formule  (A);  elle  peut  s'écrire,  si  f{x^^t)  a  une  déri- 
vée seconde  bien  déterminée  quand  x  varie  de  a  à  ^, 


t-fyi--j"^^'^-^-^] 


f"  étant  mis  pour  -y^  et  8    désignant  un    nombre    compris 
entre  o  et  i  ;  on  a  donc 
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et,  si  l'intégrale 


I 


b 

f"{x,  t)dx 


n'est  pas  infinie,  on  pourra  écrire 


àt        J^^      dt        ' 

lors  même  que  a  et  b  seraient  infinis. 
Reprenons,  par  exemple,  l'intégrale  /      dx.  La  dé- 

rivee  seconde  de  — est  ^sin^^;  or  /      x^xritxdx  étant 

infini,  on  n'aura  pas  le  droit  de  dilTérentier  sous  le  signe.  Au 
contraire,  si  l'on  considère  l'intégrale  /  e^^^'dx^  la  dérivée 
seconde  de  e"^^'  est  x'* e^^-^'  et  l'intégrale 

/x'*  e-*-^'  dx 

est  finie  comme  la  proposée;  il  viendra  donc 

~   /      e-f^-dx  =  —   /      x^-e-^^'dx. 

Il  va  sans  dire  que  l'on  suppose  ^  >>  o. 

La  règle  de    la  différentiation    sous  le    signe    /    tombera 

nécessairement  en  défaut  quand  on  voudra  l'appliquer  au  cas 
où  la  quantité  placée  sous  le  signe  sera  infinie,  indéter- 
minée ou  discontinue,  ou  même  seulement  au  cas  où  sa 
dérivée  serait  infinie  ou  indéterminée.  Ainsi,  par  exemple, 
l'intégrale 


X 


0  v^ 


3  131 

-  (i  —  a)^ a^ 


a  évidemment  une  dérivée  par  rapport  à  a.  Si  Ton  voulait  la 
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trouver  en    appliquant  la   règle   donnée  tout  à  l'heure,   on 

raie 

dx 


aurait  pour  résultat  l'intégrale 


T  r       dx 

qui  est  infinie. 

Lorsque  la  quantité  placée  sous  le  signe   /  devient  infinie, 

il  faut  donc  laisser  de  côté  la  règle  démontrée  plus  haut;  on 
pourra  chercher  à  faire  un  changement  de  variable,  rame- 
nant l'intégrale  à  une  autre  ne  renfermant  plus  d'éléments 
infinis;  les  limites  de  la  nouvelle  intégrale  contiendront  alors 
le  plus  souvent  le  paramètre  par  rapport  auquel  on  doit  difïé- 
rentier  et  l'on  sera  conduit  au  cas  que  nous  allons  étudier. 

XIII.  —  Cas  où  les  limites  sont  variables. 

Lorsque  les  limites  «,  b  de  l'intégrale  sont  fonctions  de  t, 
il  faut  apporter  quelques  modifications  aux  conclusions  pré- 
cédentes; posons  toujours 

^  a 

nous  aurons,  par  le  théorème  des  fonctions  composées, 

du        du        du  da        du  db 
^'^  ~dt  "  ~di  ~^ 'cïa  ~ôt  ~^  ~db  'di  ' 

Dans  cette  formule  --  désigne  la  dérivée  partielle  de  u  rela- 
tive à  ?,  c'est-à-dire  prise  en  laissant  a  el  b  constants;  cette 
dérivée  n'est  autre  que  celle  que  nous  avons  appris  à  calculer 
tout  à  l'heure  :  ainsi  l'on  a  ordinairement 


du         r  ' df 


du         r    df 


on  a  ensuite 

db 


(3)  ^=/(^0, 
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car  la  dérivée  d'une  intégrale  prise  par  rapport  à  sa  limite 

supérieure  est  la  fonction  placée  sous  le  signe  /  dans  laquelle 

on  remplace  la  variable  d'intégration  par  la  limite  supérieure, 
et,  comme  l'on  a 

u-=  f  /{x,  t)dx  =  —  I     /{x,  t)dt, 

^  a  *Jb 

on  en  déduit 

du 

(4)  _=_y(„,0; 

en  vertu  des  formules  (2),  (3),  (4),  la  formule  (i)  devient 

C'est  dans  cette  formule  que  consiste  la  règle  de  la  différen- 
tiation  sous  le  signe  /  • 

Première  application.    —    On    propose    de    différentier 
l'intégrale 


/cosa^r 


dx 


par  rapport  à  a;  on  posera  \/x  ^=  z  on  x  =^  z- ,  elle  deviendra 
/        izdz=   I        2C0S'JLZ'  dz: 

la  dérivée  par  rapport  à  a  est 

f        iz^  ?,\ii:iZ'dz  =  —    /      ^xs'moLxdx. 

0  '^0 


Le  résultat  est  le  même  que  si  l'on  avait  appliqué  la  règle  de 
la  différentiation  sous  le  signe  /  • 

L.  —  Traité  d'Analyse,  III  9 
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Deuxième  application.  —  Différentier  par  rapport  à  a 
l'intégrale 


.  .,      V  X  —  a 


On  posera  y x  —  a  =  ^  et  l'intégrale  deviendra 


',■7^. 


3e^^^+=-'^zd^ 


3,_ 


rien  ne  s'oppose  plus  cette  fois  à  l'application  de  la  règle  de 
la  différentiation  sous  le  signe  /  ;  on  trouve  alors 

/^'^  e^  I 

L'application  directe  de  la  règle  de  la  différentiation  sous  le 
signe  /  à  l'intégrale  (i)  aurait  donné  l'intégrale  indéterminée. 

/    3/ "^-^  ~  ^  /    v^ ;;  ^*^- 

J        S/X  —  CL  -Vo       )/{x~7.Y 


XIV.   —  Intégration   sous  le   signe  /. 
Posons,  comme  tout  à  l'heure, 

(i)  u=         f{x,  t)dx; 

je  dis  que  l'on  aura 

(2)  /      udt=    /     dx   /     /(^,  t)dt. 
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Eq  effet,  différenlions  les  deux  membres  de  cette  formule 
par  rapport  à  [B,  nous  aurons 


(")p=   /    /(^j  '^)dx, 


(w)p  désignant  ce  que  devient  u  quand  on  y  remplace  ^par  jj. 
Les  deux  membres  de  la  formule  (2)  ont  donc  la  même  déri- 
vée relativement  à  ^,.car  l'équation  précédente  est  exacte, 
la  formule  (i)  ayant  lieu  quel  que  soit  t^  et  en  particulier 
pour  ^  =  j3  ;  donc  les  deux  membres  de  (2)  ne  peuvent  diffé- 
rer que  par  un  terme  indépendant  de  [3;  ce  terme  est  zéro, 
car  pour  ^  =  a  les  deux  membres  de  (2)  sont  nuls  tous  deux  : 
ainsi  la  formule  (2)  est  une  conséquence  de  (i);  elle  peut 
d'ailleurs  s'écrire 

f        /    f{x,  t)dxdt  =  /     f{x,  t)dxdt, 

et  l'on  voit  qu'il  est  permis  d'intervertir  l'ordre  de  deux  inté- 
grations successives. 

Nous  remarquerons  toutefois  que  la  formule  précédente 
cesserait  d'être  exacte,  si  la  fonction/  cessait  d'être  finie  ou 
bien  déterminée  entre  les  limites  de  l'intégration. 


XV.  —  Application  des  règles  précédentes. 
i«  On  a 


^ 

«-^0 


'«  dx  =  


en  intégrant  par  rapport  à  /?2,  de  [k  à  v,  il  vient 


r^  xv-- 


—  dx  =  lOÎT  ^ 


L'intégrale  indéfinie  correspondante  n'aurait  pas  pu  se  cal 
culer. 


l32 
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2«  On  a 

/**                             I 

(0 

Si  l'on  difFérentie  n  fois  de  suite  la  formule  (i),  ce  qui  est 
permis,  la  dérivée  seconde  de  la  quantité  intégrée  restant 
finie,  on  a 


0 


T.9,.3,. . ,  ni—t'y^ 


Si  l'on  fait  alors  a  =  i  et  si  l'on  divise  par  ( —  i  )",  on  trouve 

J'      X"  e-^dx  =  i  .2.3. .  .{n  —  \)n. 
0 

En  intégrant  de  a  à  ^  la  formule  (i)  par  rapport  à  a,  on  trouve 

1        dx  =  lo^-  ' 

Cette  formule  se  vérifie  en  la  différentiant,  ce  cjui  est  permis, 
la  dérivée  seconde  de  la  quantité  placée  sous  le  signe  /  étant 
finie. 

3°  La  formule 

./.      x^ 


dx  T.     -1 

=:    -    a      2, 

+  a        1 


dx  TC       -1 

=  --  a    2. 


différentiée  par  rapport  à  a,  donne 

4°  L'intégrale  /     <f^ est  finie;  en  effet,  on  peut  l'écrire 

^71     •  ^271      •  ^371     • 

/"     sin.r    -  r      sin.r    -  r      sina;    , 

/       dx  H-    /        dx  -\-    l dx  -\-. .  . 

OU  bien,  en  remplaçant  dans  le  second  terme  ^  par  ^  +  tt,  etc., 

Z^'^sin^    ,  r"^  sin.r      ,  /''^     sina?       , 

/      dx  —    l      dx  -\- dx—  .  . .. 
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Cette  suite  forme  une  série  à  termes  décroissants  et  alternati- 
vement positifs  et  négatifs.  Le  terme  général   /     dx  a 

pour  limite  zéro,  car  il  peut  s'écrire 


\  restant  compris  entre  o  et  tt.  Cette  quantité  pour  nz=c/:) 
est  nulle.  La  série  en  question,  et  par  suite  l'intégrale,  a 
donc  une  valeur  finie. 

Ceci  posé,  on  trouve,  pour  <^  >>  o, 


/e-«^sin 
donc 


,               a's\x\x  -f-  cosa? 
X  dx  =^ ; e-»-^, 


X  dx  =  — — 


/     e-«^  sin, 
en  intégrant  alors  depuis  <2  =  s  >>  o  jusqu'à  <2  =  oo  ,  on  a 

e-^^ dx  = arc  tansrs. 

X  1 

(L'intégration  est  permise,  comme  on  peut  le  vérifier,  en  dif- 
férentiant  la  formule  obtenue  après  l'intégration  et  en  obser- 
vant que  la  dérivée  seconde  de  la  quantité  sous  le  signe  /  est 
finie.) 

Retranchons  de  part  et  d'autre   / dx,  nous  aurons 


,  s         /"",             ^  .  sin.r    -         TT                                 /•*  sin^r 
(i)        /      (i  —  e-<^^) dx  = arctangs —    / 

Jq  XI  J^  X 


dx. 


Cherchons  la  limite    du  premier  membre  de  cette  formule 
pour  £  =  o  ;  écrivons-le  ainsi 


27r  ^3TC 


^(,-e-)!l^rfx  +  ^     -X 
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OU  encore 

f\,  _  ,-s.)  '^da:-    r\i  -  .— )  -^^  da; 

/'^^         .  „    ,     sina?      , 

Tous  les  termes  de  cette  série  sont  décroissants,  alternative- 
ment positifs  et  négatifs;  cette  série  est  donc  convergente, 
et  sa  valeur  est  comprise  entre  son  premier  terme  et  la  somme 
de  ses  deux  premiers  termes  :  cette  valeur  est  donc  zéro 
pour  £  =  o. 

La  formule  (i)  devient  alors,  pour  s  =  o, 


-  dx  =  o 

X 


TT  r     sin 

donc 

Quand  on  pose  x  =  olz,  on  trouve,  en  supposant  a  >>  o, 

/-"  sin 

^0      "^ 


dz  =  - . 

Z  2 


et  cette  intégrale  ne  dépend  pas  de  a.  Cependant,  si  l'on  chan- 
geait a  en  —  a,  on  aurait 


s: 


Sin( OL^zdz      j  TT 

dz  = ) 

z  2 


ce  dont  on  s'assure  en  changeant  dans  (2)  ^  en  —  a 3  et  en 
supposant  toujours  a^  o. 

XVI.  —  Quelques  intégrales  obtenues  par  diverses  méthodes. 

1°  Quand  une  fonction /(^)  est  paire,  c'est-à-dire  quand 

f(x)  =  f{-x), 
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on  a 

f{x)dx  =  2   /    f{x)dx, 

car 

f{x)clx=^    /    f{x)dx-+-   /    f(x)dx, 

et  si,  dans  la  première  intégrale  qui  figure  au  second  membre, 
on  change  x  en  —  x^  on  reproduit  la  seconde. 
Ainsi  nous  avons  trouvé  tout  à  l'heure 


X     j  Tt 

—  dx  =  - 

2 


il  en  resuite 


On  a  trouvé 


il  en  résulte 


r     sina 

r^  dx  _    TT. 


.  dx  —  71. 

X 


/•^*       dx 


2°  Quand  la  fonction /(^)  est  impaire,  c'est-à-dire  quand 

on  a 

I       f(x)dx  =  o, 

car  tous  les  éléments  de  cette  intégrale  sont  égaux  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires.  (La  même  démonstration  que 
tout  à  l'heure  réussirait  aussi.) 
Ainsi  l'on  a 

^.^^^^dx=o,  /        X^^'n+l)dx  =  0, 
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f     \Ja-  —  x'^  dx  représente  le  quart  de  l'aire 

0 

du  cercle  de  rayon  a  :  sa  valeur  est  donc  -  a- . 

4°  Voici  une  intégrale   qui   joue  un  rôle  important  dans 
diverses  branches  des  Mathématiques  appliquées  :  on  a 

Pour  démontrer  cette  formule,  posons 

d'où 

Xe-J-=   f    e-^^'^^-y^)dx\ 

posons 

X  =  ly^         dx  —  y  dt, 

nous  aurons 

Xe-J-  ^   f    e-^^^f'-^y-  ydt . 

Intégrons  les  deux  membres  de  cette  équation  par  rapport  ky 
de  —  co  à -[- 00  (et  il  est  facile  de  voir  que  c'est  permis),  nous 
trouvons 

dt 


i/      — '"'      .^,,0 


ou  bien 


on  en  conclut 


-Jo     1  +  ^^       4' 

X=   /      e-^'dx=  ^, 

do  ^ 

/         e--^'  dx  =  /t. 

5°  Nous  étudierons  encore  deux  intégrales  connues  en  Op 
tique  sous  le  nom  àHntégrales  de  Fresnel. 
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Si  dans  la  formule  (i)  on  remplace  x  par  x  ^a^  on  a 


e-«-^'  dx  ^\^T.a   2, 


d'où 

Multiplions  les  deux  membres  par  cosada  et  intégrons  de  o 
à  oc,  nous  aurons 

J'       -^'cosa=-—    /        /      e-^^'^  cos  a  dadx, 
de  même 

multiplions  la  seconde  par  y/—  i  et  ajoutons,  il  viendra 

r^ e<^^~^da         1      r"^    r'^         »      /-T  7 

^0  SI  a  sJr.J^      Jq 

=  -["-      - 


_    2       r'^  I  x'^dx         I <ia7     \ 

Or  on  a,  en  posant  ^  =  -, 

r^     dx     _    r'^  z^dz^^ 


donc 


f^e^'Z-ida       [  , ^,    1      r"^  x^dx 
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'     -V d^  est  égal  à  -— ;  on  a  donc,  en  égalant 

à  zéro  les  parties  réelles  et  les  coefQcients  de  y/ —  i , 

Jr'^cosada         r'^  s\r\  a  da  _/ tz 
si  l'on  fait  a  =  x-^  il  vient 

Nous  retrouverons  ces  formules  par  une  autre  voie. 

XVII.  —  Des  intégrales  des  différents  ordres. 

L'intégrale  ou  V intégrale  première  d'une  fonction /( .2;) 
est  la  fonction  dont  la  dérivée  estf(x)  ;  de  même  nous  appel- 
lerons intégrale  d'ordre  n  d'une  fonction  /{x)  une  fonc- 
tion jk,  telle  que  l'on  ait 

d"^  V 

(.)  ^  =/(-)' 

en  intégrant  une,  deux,  trois,  ...,  n  fois  et  en  désignant 
par  ûCq,  Co,  C^,  .  .  . ,  Cn-i  des  constantes,  on  aura  successive- 
ment 

d"^-^  y 

dx' 


7,=   f     f  f(x)dx^-^-GoX^Ci 


dx'^ 


7=1       f    ...fi^)dx"' 


r^n — 1 

Co r-  .  . .  +  Cn-2  X  -+-  G/i-i . 

I  .  2  ...  n  —  I 
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Comme  Co,  C»,   ...    sont  arbitraires,  en  appelant  n(^)  un 
polynôme  arbitraire  de  degré  ?i  —  i ,  on  pourra  écrire 

(2)  y=     f        f      ...f{00)dx'^-^\l{x). 


»^J-0      ^.Vo 


La  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (i)  renferme  donc 
le  polynôme  Il(cr)  arbitraire  de  degré  n\  les  diverses  solu- 
tions de  (i)  ne  pourront  donc  différer  entre  elles  que  par 
un  polynôme  arbitraire  de  degré  n  —  i . 

Ceci  posé,  je  dis  que  les  intégrations  successives  qui  con- 
courent à  former  la  solution  y  peuvent  être  remplacées  par 
une  seule.  En  effet,  l'intégrale  du  premier  ordre  de/(^)  étant, 
en  négligeant  la  constante, 

(3)  r  f{x)dx, 

celle  du  second  ordre  sera 

j   dx\j  f{x)dx\ 
ou,  en  intégrant  par  parties  et  en  négligeant  les  constantes, 

(4)  xi     f{x)dx—   l     xf{x)dx\ 
l'intégrale  du  troisième  ordre  sera 

/     ^       /     f{oc)dx\dx —   I      dx  I      xf{x)dx 

ou,  en  intégrant  par  parties  et  en  négligeant  toujours  les 
constantes, 

^2     r^  /"*'  r"^  x^ 

(5)  —    1     f{x)dx  —  X  j     xf{x)dx-+-  j      — f(x)dx. 


ou 

r      nr  —  t. 

dz 
ou 
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Les  résultats  (3),  (4),  (5)  peuvent  encore  s'écrire 
Ç  f{z)dz, 

X   r f{z)dz-  f^zf{z)dz 

2       /»■'■  n-T^  f*X     2 

-     /       f(z)dz-T  Zf{z)dz-s~  ^f{z)dz 

*^^o  «^.ï-o  ^J-o 

/       — 7-T, —  fi^)'dz. 
On  soupçonne  pour  l'intégrale  d'ordre  n  la  formule 

(6)  y—  ■ — ^ ^ f(z)dz. 

Nous  allons  vérifier  que  cette  fonction  jk  :  i°  a  pour  dé- 
rivée n'^"'''  J(x)  et  en  est  une  intégrale  d'ordre  n-,  2*^  qu'elle 
s'annule,  ainsi  que  ses  az  —  i  premières  dérivées,  pour^  —zXq. 

Effectivement,  on  tire  de  (6),  en  appliquant  les  règles  de 

la  différentiation  sous  le  signe  /  > 

mais  le  terme  dans  lequel  on  doit  faire  i;  =  ^  est  nul  :  on  a 
donc  simplement 


puis 


d^-,L    77^.3. ..(/z-.)-^^^)^^' 

dx^       J_^     I .  '2 . . .  (  n  —  3  )  *^      '      ' 

5 

ï=    r    {x-zYf^z)dz=    f^f{z)dz. 


d^~^y 
dx'' 


Les  n  —  I  premières   dérivées  de  y  sont  donc  nulles  pour 
X  ^=  Xq  et,  en  différentiant  encore,  il  vient 


La  formule  (6)  donne  donc  bien  une  solution  de  l'équa- 
tion (i),  et  la  solution  la  plus  générale  de  cette  équation  sera, 
en  appelant  II(j;)  un  polynôme  arbitraire  d'ordre  n  —  i, 


(7) 


-^ f{z)dz-f-  n(x). 


Une  intégrale  d'ordre  n  se  calcule  donc  au  moyen  d'une  inté- 
gration unique. 

XVIIL  —  Formule  de  Taylor. 

On  peut  déduire  de  la  théorie  exposée  au  paragraphe  pré- 
cédent la  formule  de  Taylor,  avec  une  nouvelle  forme  du 
reste. 

En  effet,  d'après  ce  que  l'on  a  vu,  la  solution  la  plus  géné- 
rale y  de 

est 

^    (x  —  zy^- 


y 


r      (x  —  ^)«-i 

/      — ^ 'f{z)dz-^I\ix), 


et,  en  désignant  par/'' (^)  la  dérivée /i''^'"'^  de/(^),  la  solution 
la  plus  générale  de 

d'^  y 
sera 

—^ ^ fn^^)dz-^U(x). 

^,    1.1.3. .  .{ji  —  i)"^    ^    '  ^    ' 
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Or  fi^x)  est  une  solution  de  (i);  on  aura  donc 

(3)  /(.)^n(.)+/\  <"^-y;    /»(.)rf.-, 

n(^)  devant  avoir  une  forme  convenable.  Pour  déterminer 
la  forme  de  n(^),  nous  observerons  que  l'intégrale  qui  figure 
dans  l'équation  précédente  est  nulle,  ainsi  que  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées,  pour  x=^Xq\  par  suite  f{x)  —  n(^),  qui 
lui  est  égal,  devra  être  nul,  ainsi  que  ses  /^  —  i  premières 
dérivées,  pour  x  =z  Xq)  donc 

/(^o)  — n(a7o)  =  o, 
/'(^o)-n'(^o)-o, 


/'^-H^o)-n«-i(:ro)  =  o. 


W[x)  est  alors  connu,  ainsi  que  ses  n  —  i  premières  dérivées, 
pour  x  =^  Xq^  et  par  suite 


W{x)  =  U{x,)-^- i^«ir(;ro)-4-... 


ou  bien 


(3)  devient  alors 

J^^    i.'2.3...(/i  — 1)-^    ^    ^ 

C'est  la  formule  de  Taylor,  dans  laquelle  le  reste  a  pris  la 
forme 

J^^     1.2.3.  ..  (Ai  — i/      ^     ^ 

On  peut,  parmi  une  infinité  d'autres,  retrouver  la  forme  ordi- 
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naire  du  reste;   écrivons,  par  exemple,  cette  formule  ainsi 


•■-\j,-z)n~i^'{z)fn(z)dz^ 


J^.^  I.2.3...(/l-l) 


^'{z)     ' 


supposons  /"  et  '^  continues  et  -y  croissant  ou  décroissant 
entre  les  limites  Xq  et  x  :  on  pourra  écrire,  en  appelant  Ç  une 
valeur  comprise  entre  Xq  et  x, 


ou  bien 


R=/:1L)         i^-O"-'  r\'{:.)d. 

^-■(0  1.2. 3. ..(«-1)7 


soit  'i^(^)  =^{x  —  g)",  on  aura 


i  .'2.6.  . .  n 


C'est  la  forme  ordinaire  du  reste. 


EXERCICES  ET  NOTES. 


i.  On  a,  pour  0  <.  a, 

'""         dx 


f  - 


Intégrer  et  différentier  par  rapport  à  a  et  à  6. 
2.  On  a 

dx  iz 


f. 


1  H-  a  sin^^:- 


0       -    1    -  -^'"  ^  2  1/ 1  -I-  a 


v/i 


Différentier  par  rapport  à  a. 
3.  Démontrer  la  formule 


Jr"  \  ^  si  a  <  [, 

0  (  27rloga     si  a  >  I, 
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en  observant  que  le  premier  membre  est  égal  à 

iz=n  , 

lim^log^  — 2acos^  '^''')I* 

i  =  0 

(Indiqué  par  Delaunay.)    • 

4.   Démontrer,  en  s'appuyant  sur  l'expression  de  l'aire  de  l'ellipse, 
que 

X     (i-^cose)2-^^_^,^f* 

Différentier  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  e. 
o.  Prouver  que 

Jo  ^-+"^  8 

en  posant  a^  ■—  tangcp. 

(Serret,  Journal  de  Liouville,  t.  IX.) 

6.  Réduire  à  une  intégrale  simple  l'expression 

r  ^x  ^x  ^x 

/     xdx   \     xdx  j      ...   j     xr^{x)dx. 

^Xo  ^^0  '^•ï'o  *^'^o 

7.  L'intégrale 

r 


a  une  valeur  finie. 
8.  L'intégrale 


j'(i^yci. 


a-t-elle  pour  des  valeurs  de  a  convenablement  choisies  une  valeur 
réelle  et  finie? 

9.  Trouver  la  limite  de 

Jr'"^  X 

i      cos'«  -yzz  dx,         pour         m  =  ce. 

10.  Il  existe  une  grosse  Table  de  presque  toutes  les  intégrales  dé- 
finies connues,  par  Bierens  de  Haan. 
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11.   On  démontre  facilement  que 


2«-l 


Alors,  au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  on  a 


\n-\ 


r'^^  2^?-l  r'^^  rln(\  z'^\     2 

j         on(z)(i-z^)      l      dz  ={-!)- J         0(Z)  ^       ^^J  dz 

et,  si  l'on  fait  z  =  cosa:",  on  a 

f      cp«(cos^)  sin^"^- t/a^  =  1 .3.5.  .  .  ("2/1  —  i)   /      cp(cos^)  cos/i^  «i^. 
0  •^o 

(Jacobi,   Crelle,  t.  15;  Liouville,  /.  de  Math.,  V^  série,  t.  I.) 


L.  —  Traité  d'Analyse^  III. 


CHAPITRE  IV. 

SUR   LES  INTÉGRALES  MULTIPLES. 


I.  —  Définitions. 

Considérons  un  système  de  variables  ^,,  ^o,  . .  . ,  ^„.  On 
peut  les  assujettir  à  prendre  certaines  valeurs  simultanées; 
l'ensemble  des  valeurs  simultanées  que  ces  variables  pourront 
prendre  sera  ce  que  l'on  appellera  un  domaine. 

Un  domaine  pourra  être  fourni  par  un  ensemble  d'inégalités, 
telles  que 

Par  exemple,  si  ;r  et  jr  sont  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  assujetti  à  rester  dans  un  cercle  de  rajon  R  décrit 
de  l'origine  comme  centre,  le  domaine  des  variables  x  qI  y 

sera  défini  par  l'inégalité 

Si  le  point  (^,  j)  est  assujetti  à  rester  dans  un  rectangle  dont 
les  sommets  ont  pour  coordonnées  (^o?  J'o)i  (-^0  +  ^?  J'o)^ 
(•^0?  Jo  -1-  /' )^  (-^0  +  ^^7  J'o  +  /^)j  le  domaine  des  variables  ^, 
y  sera  fourni  par  les  inégalités 

x^<x  <X(,-\-h,      yo<y  <y(i-^k. 

On  appelle  intégrale  multiple  de  la  fonction  de  plusieurs 
varlables/(^,jKj  z)^  prise  relativement  à  un  domaine  donné  D, 
la  somme  des  valeurs  que  peut  prendre  l'expression 

( i )  \^  /( ^  +  X  A^,  y  -T-  {i-  ^y,  ^  +  V  A^ )  Aa?  A_/  Az, 
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quand  x^  y,  z  varient  dans  le  domaine  donné  D,  A^,  Ay,  A^ 
prenant  des  valeurs  qui  tendent  vers  zéro  et  ).,  [j.,  v  désignant 
des  quantités  arbitraires  comprises  entre  o  et  i. 

Une  pareille  définition  a  besoin  d'être  justifiée  en  établis- 
sant que  l'expression  (i)  a  une  limite,  toujours  la  même, 
quels  que  soient  \,  ^,  v  (compris  entre  o  et  i)  et  quel  que  soit 
le  mode  d'insertion  des  quantités  x^  y,  z  dans  le  domaine  D, 
pourvu  que  leur  nombre  soit  infini  et  que  x^  y^  ^  ne  passent 
jamais  d'un  système  de  valeurs  à  un  autre,  qui  diffèrent  de 
celles-ci  de  quantités  finies.  Pour  établir  cette  proposition, 
nous  nous  appuierons  sur  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Si  la  quantité  z  tend  vers  o  d'une  manière 
quelconque,  U intégrale  j  zdx  aura  aussi  pour  limite 
zéro . 

En  effet,  soit  E  la  plus  grande  valeur  absolue  de  s,  quand 
X  varie  de  «  à  b;  comme  l'intégrale  /  edx  est  la  limite 
de  Sî  Ax,  on  aura  toujours 

y.z\x  <!.£  ^x     ou     ESA^. 

Or 

^  \x=  b  —  a; 

donc 

Z^^x<E{b  —  a).     . 

Si  donc  £  tend  vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  E,  et  l'inté- 
grale proposée  aura  aussi  pour  limite  zéro. 

Cela  posé,  donnons  à  z  et  Siy  des  valeurs  bien  déterminées  ; 
x^  y,  z  restant  dans  le  domaine  D,  x  va  varier  entre  des 
limites  bien  déterminées,  fonctions  de  y  et  ^,  que  nous  sup- 
poserons au  nombre  de  deux  pour  fixer  les  idées,  et  qui  se- 
ront racines  de  0  =  o  si,  par  exemple,  le  domaine  D  est 
donné  par  la  formule  0  <;  o.  Soient  ^o(jK?  ^)  et  cpi  (y,  z)  ces 


f{x,y,  z)dx  =^\\m^f{x  -^\  ^x,  y,  z)  ^x 
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ou,  en  appelant  £  un  infiniment  petit, 


W 


I      fdx=^f{x-]-l^x,j,  x;)A^-i-£. 


(Si  l'inégalité  6  <C  o  imposait  kx  l'obligation  de  Avarier  entre 
Oq  et  C2(,  02  et  C53,  par  exemple,  le  premier  membre  de  cette 
formule  se  composerait  de  deux  intégrales  au  lieu  d'une,  et 

fdz.)  Multiplions  les  deux  membres 

de  (2)  par  dy  et  intégrons  entre  des  limites  qui  soient  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  (^)  que  puisse 
prendre  jKj  quand  x  reste  constant  dans  l'inégalité 

e{x,  y,  ^)>o; 

les  limites  de  y  seront  certaines  fonctions  de  x,  <^q  et  tj^i, 
peut-être  difficiles  à  déterminer,  mais  qui  ont  une  existence 
réelle.  Nous  aurons  alors 


/       dy   /      f{x,  y,  z)dx 
=    /        Z^f{^-^'>'^^,  y^  ^)dy!^x-i-   /       zdy 


/       dy  ,  /      f{x,  y,z)dx  =2^f(x-i-  1  ^x,y-{-  [x  Aj,  z)  b.x  Ajk 


ou  bien 

a  désignant  une  quantité  infiniment  petite,  puisque,  en  vertu 

r'^  .         .  .  .     .     • 

de  notre  lemme,    /      zdy  est  infiniment  petit.  En  multipliant 

par  dz  et  en  intégrant  entre  deux  limites  qui  seront  le  maxi- 
mum et  le  minimum  de  z,  pour 

®(^,  y.,  -s)>  o, 


(1)  Ou  plus  généralement  entre  des  limites  qui  soient  les  maxima  et  les 
rainima  successifs  de  y. 
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on  trouvera,  en  appelant  a  et  b  ces  limites, 

à  un  infiniment  petit  près.  L'expression  (2)  a  donc  une  limite. 
Nous  écrirons  cette  limite  sous  la  forme  abrégée. 

(3)  JJJ'^^'''  •^'  z)dxdydz. 

Il  est  clair  que  la  valeur  d'une  intégrale  multiple  pourra 
prendre  des  formes  différentes,  suivant  que  l'on  commencera 
l'intégration  par  rapport  à  l'une  ou  à  l'autre  des  variables, 
mais  les  résultats  numériques  obtenus  devront  coïncider. 

Nous  éclaircirons  ces  notions,  un  peu  abstraites,  au  moyen 
d'une  application  : 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  calculer  le  volume  de  la  sphère 
ayant  pour  équation 

Menons  une  série  de  plans  parallèles  aux  plans  de  coordon- 
nées et  infiniment  voisins  :  ils  décomposeront  le  volume  de 
la  sphère  en  une  infinité  de  petits  parallélépipèdes  de  dimen- 
sions dx  dy  dz  ;  la  somme  des  volumes  de  ces  parallélépipèdes 
Yi  dx  dy  dz  pour  toutes  les  valeurs  de  ^,JK,  z^  telles  que 

(A)  ^2_+.^2_|_^2<^R2^ 

aura  pour  limite  le  volume  de  la  sphère;  en  vertu  des  défini- 
tions données  tout  à  l'heure,  on  voit  que  le  volume  de  la 

sphère  sera  l'intégrale 

r  r  r 

dx  dy  dz, 


Lff' 


le  domaine  des  variables  x,y,  z  étant  défini  par  la  formule  (A), 
ou,  comme  l'on  dit  encore,  le  point  x,  y,  z  restant  assujetti 
à  demeurer  à  l'intérieur  de  la  sphère  x-  -{-y-  +  ^-  =  R-. 

Une  première  sommation,   effectuée   en   laissant  y  et  z 
constants,  sera  faite  par  rapport  à  x 

de       —  v/R2_jK^_^2       à       +v/R2_^2_^2^ 
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et  donnera 


j  dx    ou     1  v/R2  — 


il  faudra  ensuite  calculer  Fintéerrale 


Jidy^/R-^-r^-z-^, 


en  faisant  varier  jk  entre  des  limites  fournies  par  le  maximum 
et  le  minimum  de  jr  donnés  par 

où  z  sera  supposé  constant;  ce  maximum  et  ce  minimum  ont 
lieu  pour  a:  =  o,  et  Ton  a 


y 


±V/RÎ^ 


Posant  donc  y/ll-  —  z-  =  a^  il  faudra  évaluer 

/        2dy^a^  —  yi, 

ce  qui  donne  r.a-  ou  7:(R-^ — z^).   Cette    dernière  quantité 
devra  être  intégrée  entre  les  valeurs  qui  rendent  z^  tiré  de 

xi  ^  y1  ^  Z"-  —  VC-  :=  Q, 

maximum   ou   minimum;   ces  valeurs    sont   ^  =  zb  R   et   le 
volume  total  de  la  sphère  sera 


=  27rR3  —  IT^  —^   =4 


R3  ^        R3 

3"  =^^T 


Au  fond,  à  quoi  reviennent  ces  opérations?  Intégrer  en 
laissant  r  et  z  constants,  c'est  évaluer  le  volume  d'un  prisme 
mixtiligne  de  section  droite  cly  dz,  et  de  hauteur 


9.  V/R2  —  Jk2  _  ^2  ; 


ce    volume  évalué,    l'intégrer  en  laissant  z  constant,    c'est 
calculer  le  volume  d'une  tranche  sphérique  comprise  entre 
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deux  plans  d'ordonnées  z  el  z  -\-  dz  parallèles  au  plan  des  xy  ; 
enfin  intégrer  par  rapport  à  ^,  c'est  faire  la  somme  de  toutes 
ces  tranches. 

IL  —  Du  changement  de  variable  dans  les  intégrales  multiples . 

Le  changement  de  variable  dans  une  intégrale  multiple  est 
une  opération  délicate^  et  il  n'est  pas  rare  de  rencontrer  des 
personnes  qui  commettent  sur  ce  point  des  fautes  d'inatten- 
tion; il  est  inutile  de  citer  les  Mémoires  qui  contiennent  ces 
fautes,  qu'il  est  d'ailleurs  facile  d'éviter  uae  fois  que  l'on  est 
prévenu. 

Si,  par  exemple,  dans  l'intégrale 


/   /  j  f{^^y^^)docdydz, 


on  voulait  aux  variables  x,  j^,  g  substituer  les  variables  ^,  y;,  Ç, 
liées  à  celles-ci  par  des  équations  de  la  forme 

il  faudrait  se  garder  d'écrire  la  formule  inexacte 


////- 


non  plus  que 


^=////(?.7.^)(,JF^^ 


4...    ï^^ 


On  commettrait  ainsi  des  erreurs  graves  :  c'est  ce  qui  va  res- 
sortir delà  théorie  que  nous  allons  développer.  Pour  obtenir  m, 
il  faut  d'abord  intégrer  par  rapport  à  x,  en  laissant^  et  z  con- 
stants. Laissons  donc  dans  les  formules  (i)jK  et  ;;  constants, 

nous  aurons 

do  ào  do 

o-^-^  d'cA-'^-^dr-^^-l-  d-r 
""-  d^"^^^  ôr,  "^^^  ^  d^   '^^' 

d^    .y        d'^i    j  d'il  j^ 
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d'où  nous  tirons 

OU 

On  pourra  alors  substituer  à  la  variable  x  la  variable  ^,  et 
intégrer  par  rapport  à  Ç,  au  lieu  d'intégrer  par  rapport  à  .x; 
mais  rj  et  Ç  devront  être  censés  exprimés  enjK,  ^  et  ^,  et  l'on 
devra  prendre  pour  limite  de  la  nouvelle  intégration  certaines 
fonctions  dey  et  z  qui  dépendront  de  la  manière  dont  varie  ^, 
quand  x  varie  entre  les  limites  primitives. 

Avant  d'aller  plus  loin,  intervertissons  l'ordre  des  intégra- 
tions et  écrivons  u  comme  il  suit 

J'.      J.      J,.       dl  ?.•<■,,?)      à(T,,l)-'     ■' 

nous  n'altérons  pas  ainsi  la  valeur  de  l'intégrale,  mais  il  est 
évident  que  les  limites  des  intégrations  ne  seront  plus  les 
mêmes  et  qu'elles  devront  être  choisies  de  telle  sorte  que 
l'intégrale  soit  toujours  composée  des  mêmes  éléments. 

Substituons  maintenant  'r\  à  j^,  l'intégration  par  rapport  d^y 
devra  être  effectuée  en  laissant  \  constant  et  z  constant;  dy 
sera  donc  donné  par  les  formules 

dy  =  ^  dr,  -+-  %  ci:, 


d'où  l'on  tire 


o  =  -^  c^O  H-  -^  dX, 


On  a  donc 

^l^    ^-n.    r'-^    d{o,j,^)    a^ 
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en  remplaçant  dz  par  sa  nouvelle  valeur-,^  6^Ç,  prise  en  laissant 


ç  et'^  constants,  on  aura  enfin 


Ço  'îo  So 


d'^  drri  dL 


Ainsi,  pour  effectuer  le  changement  de  variable,  il  suffira 
de  remplacer  x,  y^  z  par  leurs  valeurs  dans/",  et  dx  dy  dz 

par    'V  ^"  J,  aç  ar.  dL  ou,  si  1  on  veut,  par    ,,..    — —  dcd'i\d^. 

n  est  clair  que  la  démonstration  donnée  pour  le  cas  de  trois 
variables  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

Ainsi, /70W/'  changer  de  variable  dans  l'intégrale  mul- 
tiple 


II 


.  .  .  y(^i,  379,   .  .  .,  Xfi)dxi  dx=i  .  .  .  dXfi 


et  substituer  aux  variables  x^^  ^-o,  .  .  .  ,  Xn  des  variables 
y{,y2,  •  •  -7^/?,  liées  à  celles-ci  par  n  équations,  il  faudra 
dans  f  remplacer  Xi,  x-y,  .  .  . ,  x^  par  leurs  valeurs  expri- 
mées en yi,y2,  ■  '  ",yn  et  remplacer  ( '  )  dx^,  dx^,  •  •  • ,  dxn, 
par 

d{x^,  X.2,    .  .  .,  Xa) 


àiyi,  y-2,  ...,r«) 


dyi  dy.2  ...  djn- 


Il  faudra  ensuite  déterminer  le  domaine  des  variables 
yi,  y.y,  .  .  .,  yn-  Le  domaine  des  variables  ^,,  X2,  .  •  -,  ^n 
sera  généralement  donné  par  des  inégalités,  dans  lesquelles 
il  faudra  opérer  le  changement  de  variables;  elles  se  trans- 
formeront alors  dans  de  nouvelles  inégalités  entre  les  va- 
riables jKi,  y-2,  '  .  . ,  yn  qui  serviront  à  déterminer  le  nou- 
veau domaine. 


(')  Cette  règle  résulte  aussi  d'un  théorème  de  Jacobi  démontré  tome  I, 
p.  170. 
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III.  —  Dijfférentiation  des  intégrales  multiples. 

La  règle  de  la  différentiation   sous   le   signe  /  peut   être 

généralisée  et  s'appliquer  aux  intégrales  multiples.  Considé- 
rons, par  exemple,  l'intégrale  triple 


(i)  u:=j       J        I     f(x,y,  z,a)dxdjdz, 


OÙ  a  est  un  paramètre  par  rapport  auquel  on  doit  différen- 
tier.  Nous  ferons  usa^^e  de  la  notation 


F(^) 


pour  exprimer  que  dans  F(^)  on  doit  remplacer  œ  par  ^-y 
ainsi,  si  l'on  a  F(^)  =y,  F(^o)  ^^o,  «ous  écrirons 


y  =  ro      ou      / 


et  nous  lirons  substitution  x^  dans  j^  égale  jKo-   De  même 
nous  représenterons  par 


/. 


•jCo 
1^0 


F(x)—       F(^)  ou  F(.z'i)  —  F(^o);  ainsi 


/, 


y=yi—yo 


se  lira  substitution  de  Xq  à  x^  dans  y  égale  j^i  — JKo-  Avec 
cette  notation  imaginée  par  Sarrus  et  simplifiée  par  Gauchy, 


f   '¥'{x)dx=  l 

^0  /.r„ 


F(^), 
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le  théorème  de  l'intégration  par  parties  prend  la  forme 

Revenons  à  la  formide  (i).  Mais  considérons  d'abord  l'in- 
tégrale simple 

u  =    j      f{^,  o!.)dx; 

d'après  la  règle  de  la  difFérentiation  sous  le  signe  /  ,  on  a 
du  dx[  d.To         C"' r,  1 

en   désignant  par  /'  la  dérivée  -—',  cette   équation,   avec  la 
notation  de  Gauchv,  s'écrit 


du 
d% 


\    •^^^'  ""^  TFx'^  J     ^'^'^' 


ce  qui  est  plus  simple.  Si  nous  appliquons  cette  formule  à 
l'intégrale  (i),  il  vient 

'^J     Th.  I     J     /^^^J^^^5 
en  appliquant  de  nouveau  la  règle,  on  a 

/'■X"i"-'î 

-f"f.f 


t=i  I  I  /^.^'-^'^^ 


V  ^  dx  dz 
•^    dx 
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et  enfin 

*  r  rf 

f         /        /      fdxdydz. 

Cette  formule,  dont  la  loi  est  évidente,  s'applique  à  un 
nombre  quelconque  de  variables.  Lorsque  les  limites  des 
intégrations  sont  indépendantes  de  a,  on  a  simplement 


UT. 


f'^J-dy 


du 
~d% 


=  /        /     fdxdydz. 


Cette  dernière  formule,  que  l'on  aurait  pu  démontrer  direc- 
tement, est  la  plus  utile,  néanmoins  la  précédente  est  d'un 
usa^re  continuel  dans  le  calcul  des  variations. 


IV.  —  Application  à  l'évaluation  des  volumes. 

Lorsque  l'on  donne  l'équation  d'une  surface  sous  la  forme 

z  =  o{x,y), 

il  est  facile  d'évaluer,  au  moyen  d'une  intégrale  double,  le 
volume  compris  entre  cette  surface,  le  plan  des  xy  et  quatre 
plans  dont  deux  sont  parallèles  au  plan  des  xz  et  deux  autres 
au  plan  desjK^;  plus  généralement,  d'évaluer  le  volume  com- 
pris entre  cette  surface,  le  plan  des  œy  et  une  surface  cylin- 
drique ayant  pour  base,  sur  le  plan  des  xy,  une  courbe  donnée 
ABCD  par  son  équation 

<\>{x,y)  =  o, 

et  pour  génératrices  des  parallèles  à  l'axe  des  z. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  les  coordonnées  rectangu- 
laires; le  volume  cherché  est  la  somme  de  volumes  partiels, 
tels  que  celui  qui  est  représenté  dans  la/ig.  6;  ces  volumes  sont 


Fis.  6. 


AV  /p    XQ 


limités  à  leur  partie  inférieure  par  un  rectangle  PQRS  ayant 
ses  dimensions  parallèles  à  O^  et  Oy  égales  à  dx,  «(/ respec- 
tivement, et  situé  dans  le  plan  des  xy.  Par  les  côtés  du  rec- 
tangle PQRS,  on  a  fait  passer  des  plans  perpendiculaires  au 
plan  des  Xf  et  la  surface  prismatique  résultante  se  trouve 
limitée  par  la  surface  z  =  ^{^y  y)  qui  termine  le  petit  volume 
en  question;  ce  petit  volume  a  pour  mesure 

Ç  dx  dy, 

Ç  désignant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  valeur  que  prend  z  ou  <^(^,  y^  quand  le  point 
y  se  meut  à  l'intérieur  du  rectangle  PQRS,  en  sorte  que 


X. 


le  volume  cherché,  en  appelant  ()  et  0'  des  quantités  comprises 
entre  o  et  i  a  pour  expression 

\  cp  (  a;  -h  6  dx,  y  -T-^'  dy  )  dx  dy 

ou,  par  définition,  l'intégrale  double 

/    /  o{x,  y)dxdy     ou      /  j  zdxdy. 
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Cette  intégrale  devra  être  prise,  par  exemple,  par  rapport  k  y 
entre  des  limites  Bo(^)  et  8,  (œ),  en  appelant  9o(^)  et  Qi  Çx) 
les  valeurs  TD  et  TB  dej  obtenus  en  résolvant  l'équation 

dont  nous  supposerons  les  racines  réelles  au  nombre  de  deux  ; 
puis,  l'intégration  étant  effectuée  par  rapport  à  y,  on  l'effec- 
tuera par  rapport  à  jt  depuis  la  plus  petite,  jusqu'à  la  plus  grande 
valeur  que  peut  prendre  cette  variable.  Ces  deux  limites  seront 
les  distances  des  tangentes  à  la  courbe  à{œ,  y)  =  o  parallèles 
à  l'axedesjKà  cet  axe,  ces  tangentes  étant  supposées  au  nombre 
de  deux  seulement,  comme  dans  le  cas  de  la  figure. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  aurons  souvent  l'occasion  de 
répéter  des  raisonnements  analogues  à  celui  que  nous  venons 
de  faire  :  nous  les  présenterons  d'une  façon  abrégée.  Pour 
donner  un  exemple  de  la  manière  dont  nous  procéderons 
dorénavant,  nous  allons  reprendre  celui  que  nous  venons  de 
développer  et  nous  dirons  :  Le  volume  à  éçaluer  est  la 
somme  de  volumes  tels  que  z  dxdy  et,  par  suite,  le  volume 
total  est 


if 


z  dxdy^ 
sans  faire  remarquer  que  ce  volume  est  en  réalité 

lim  2,^,[^  +  ^  ^^1  y  +  ^' dy')  dxdy. 

Nos  raisonnements  ne  seront  pas  ainsi  aussi  rigoureux  dans 
la  forme,  mais  ils  le  seront  dans  le  fond,  ce  qui  est  bien  suf- 
fi^sant. 

Voici  une  application  de  la  théorie  précédente,  qui  a  une 
grande  importance,  et  qui  permet  d'effectuer  simplement  le 
cubage  des  déblais  et  des  remblais  {fig-  7). 

Nous  supposerons  la  surface  z^=.o{^x,  y)  engendrée  par 
une  droite  qui  reste  parallèle  au  plan  des  zy,  et  qui  s'appuie 
sur  deux  droites  BG  et  AD,  parallèles  au  plan  des  zx\  cette 
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surface,  comme  l'on  voit,  sera  celJc  d'un  paraboloïde  hyper- 
bolique. 

Soient  AB  et  CD  deux  des  génératrices  de  ce  paraboloïde; 


Fig.  7. 


proposons-nous  d'évaluer  le  volume  prismatique  ABCDa^c^, 
a,  h,  c,  d  désignant  les  projections  de  A,  B,  C,  D. 
Soient 

cherchons  l'équation  de  la  surface,  et,  pour  plus  de  simplicité, 
transportons  l'origine  en  b. 

Les  équations  des  directrices  sont 


BG 


y  =  o, 


AD 


y  =  q, 


Coupons  la  figure  par  le  plan  x  =  h,  les  in  tersections  avec  BC 
et  AD  auront  pour  coordonnées 

A,  o,  p-A^J^I     et     h,q,oL-h^^^; 
P  p     ' 
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les  équations  de  la  droite  génératrice  seront  donc 


r    P- 


P 


l'élimination  de  h  donne  l'équation  de  la  surface 
Intégrant  alors  en  laissant  j^  constant  de  o  à  /?,  on  a 


■iq 


intégrant  ce  résultat  par  rapport  hy  de  o  à  ^,  on  trouve  enfin 

^(5 +  ?-=<--.')  + ^  (a- ?)+^(Y-|3)+?/"7, 

c'est-à-dire,  réductions  faites, 

a  +  y  -I-  Y  -I-  0 
pq  ^-H 


pq  est  l'aire  de  la  base  ahcd\  donc  la  mesure  du  solide  con- 
sidéré est  le  produit  de  sa  section  droite  par  la  moyenne  de 
ses  arêtes. 

V.  —  Volumes  en  coordonnées  obliques. 

Dans  le  cas  où  les  axes  sont  obliques,  il  convient  de  modi- 
fier un  peu  l'expression  de  la  mesure  des  volumes.  En  efTet, 
le  volume  élémentaire  n'est  plus  z  dy  dx\  car,  si  l'on  décom- 
pose le  volume  à  évaluer  en  prismes  ayant  leurs  arêtes  paral- 
lèles aux  axes,  la  mesure  d'un  quelconque  de  ces  prismes 
sera  zzdxdy,  e  désignant  le  sinus  de  Tangie  trièdre  des  axes 
ou,  si  l'on  veut, 

£2  =  1  —  COS''^(jK,  z) —  C0S2(^,   X) 

—  cos2(ip,  /)  +  2  cos(^,  j)cos(a7,  z)cos(cc,  j) ; 
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le  volume  total  sera  alors 


Appliquons  cette  formule    à  l'ellipsoïde    rapporté  à   trois 
diamètres  conjugués 

a^  '^  b''  "^  c^        '  ' 
d'où 

Intégrons  par  rapport  à  x  entre  les  limites 

/      7' 

O      et      «^  1/    I  —   VT' 

ce  qui  revient  à  faire  la  somme  des  éléments  contenus  dans 
une  tranche  parallèle  au  plan  des  zy\  en  observant  que  (p.  i36) 


/     s/R2  —  x-^  clx  =  '-^  W 

Ja  4 


on  a 


-  -   aM  I  —  ^- 
4  «       \         ^' 


11  reste  à  intégrer  par  rapport  i\y  entre  les  limites  o  et  b,  ce 
(jui  revient  à  faire  la  somme  des  tranches  analogues  à  celle 
que  nous  vGftions  d'évaluer  et  à  multiplier  le  résultat  par  z: 
on  a  alors  la  huitième  partie  du  volume  de  l'ellipsoïde 


t:         /,  ^^  \        ZTcabc 
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le  volume  total  est  donc 

-„-  zabc. 

Le  produit  tahc  des  diamètres  conjugués  par  le  sinus  de 
leur  angle  trièdre  est  donc  constant  ou,  si  l'on  veut,  le  paral- 
lélépipède construit  sur  ces  diamètres  est  constant  et  mesuré 
par  le  produit  des  axes. 

VI.  —  Emploi  des  coordonnées  polaires. 

Si,  dans  l'intégrale  /  /  /  <:/^  f/jr  «?^  qui  représente  le  volume 

d'un  corps,  on  veut  changer  de  variables,  prendre  des  coor- 
données polaires  et  poser 

;r  =  7' coscp  sin6,         j^  =: /' sincp  sin6,         i;  =  rcosO, 

on  aura  (p.  i5i  ) 

///..  a,  a.  =  ///  o^'^  ar  .a .,. 

Calculons  le  déterminant  qui  entre  dans  le  second  membre  ; 
nous  trouverons 

coscpsinÔ        sincpsin6        cos6      j 
coscpcos6       sin'-pcosO     — sinO   |  =:7^2jjinO 
—  sincpsinO     coscpsinô  o        j 

et,  par  suite, 

r  r  [ dx  dy  dz=    f  Ç  A- 2  dj^  si n  6  ^6  do . 

Nouslaissonsaulecteurle  soin  de  prouver  que  7"2^,^sinQ^Q^^ 
est  l'élément  de  volume  compris  :  i"  entre  deux  sphères  dé- 
crites de  l'origine  comme  centre  avec  des  rayons  r  et  r  -\-  di\ 
2°  entre  deux  plans  passant  par  l'axe  des  z  et  faisant  entre 
eux  l'angle  do  ;  3"  enfin  entre  deux  surfaces  coniques  ayant 
leur  sommet  à  l'origine  et  dont  les  génératrices  font  avec 
l'axe  des  z  les  andes  Q  et  8  -[-  d^.  Les  arêtes  du  solide  élé- 
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mentaire  ainsi  formé,  qui  peut  être  assimilé  à  un  parallélé- 
pipède rectangle,  sonldr,  rd^,  rsinO^icp. 

La  recherclie  des  volumes  par  les  coordonnées  polaires  ne 
conduit  guère  qu'à  des  résultats  connus  ou  plus  faciles  à 
trouver  par  d'autres  méthodes;  mais  l'élément  du  volume 
r-dr  sinB  d^  d'^  \^^^  ^^^  "^^^^  important  dans  un  grand  nombre 
de  questions  de  Mécanique,  et  il  était  important  d'en  donner 
l'expression. 

VII.  —  Volumes  trouvés  par  des  méthodes  diverses. 

Volume  du  coive.  —  En  décomposant  la  base  du  cône  en 
une  série  d'éléments  rectangulaires  et  en  prenant  ces  éléments 
pour  base  des  pyramides  ayant  pour  sommet  le  sommet  du 
cône,  on  décomposera  celui-ci  en  une  somme  de  pyramides 
ayant  pour  mesure  dxdy\  Ji^  li  désignant  la  hauteur  du 
cône  ;  alors 

t;  h    \    \  dx  dy 

sera  le  volume  cherché.  Or  /  i  dxdy  est  la  base  du  cône, 

donc  le  volume  du  cône  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
par  le  tiers  de  la  hauteur. 

Volume  du  coivoide.  —  Considérons  un  conoïde  engendré 

Fig.  8. 

z\ 

i 


par  une  droite  normale  à  zz^  {fig-  8)  qui  s'appuie  sur  une 
courbe  plane  dont  le  plan  est  parallèle  à  z' z\  essayons  d'éva- 
luer le  volume  compris  entre  zz'  et  la  courbe  donnée. 
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A  cet  effet,  détachons  du  volume  une  tranche  ABC,  à 
J'aide  de  deux  plans  normaux  à  zz'  et  infiniment  voisins,  le 
volume  de  cette  tranche  est  ABC  clz,  où  dz  désigne  sa  hau- 
teur. Le  volume  total  cherché  sera  donc 

TabG  dz 

ou,  aj)pelant  h  la  distance  du  plan  de  la  courbe  à  l'axe  zz' ^ 

f-  ABC  dz  =  -  h   TeG  dz. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  soit  une  ellipse  : 
on  pourra  écrire,  en  désignant  BG  par  2X, 

x^        z"-  _ 
OU 


c 
le  volume  cherché  sera  alors 

T.ach 


T  r  ^^- 


dz  = 


L'intégrale  1  BCdz  est  d'ailleurs  l'aire  de  la  directrice;;  on 

peut  donc  dire  que  le  volume  cherché  est  égal  au  produit  de 
la  surface  directrice  par  la  moitié  de  sa  distance  à  Taxe. 

CuBATUllE   d'uW    volume   DE    RÉVOLUTION.     —    DécOUipOSOUS 

ce  volume  en  tranches  infiniment  minces  par  des  plans  per- 
pendiculaires à  l'axe  de  hauteur  dz-^  soit,  en  général,  x  le 
rayon  du  parallèle  suivant  lequel  un  plan  sécant  coupe  la  sur- 
face. L'aire  de  ce  parallèle  sera  t^x-,  et  le  volume  de  la  tranche 
qui  lui  sert  de  base  sera  celui  d'un  cylindre  de  base  izx^  et  de 
hauteur  dz,  c'est-à-dire  r^œ-dz;  telle  est  la  différentielle  du 
volume  cherché;  le  volume  lui-même  sera  donc 


K     Cx-^ 


dz. 
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La  relation  qui  lie  ^  a  ^  est  Téquation  en  x  et  z  du  méri- 
dien. 

Si,  par  exemple,  le  méridien  est  la  parabole 

le  volume  d  un  segment  parabolique  de  hauteur  A  sera 

k 
•i-p    1     z  dz  —  pr.h' 


ou,  en  observant  que  /i  --=  -----  ^  x  désignant  le  rayon  de  la  base 


du  segment. 


'1 


e'est  la  moitié  du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hau- 
leiir. 

Nous  ferons  encore  connaître  l'expression  du  volume  d'un 
segment  d'ellipsoïde  de  révolution,  parce  que  le  volume  d'un 
tonneau  peut  lui  être  assimilé,  et  l'on  obtient  ainsi  une  for- 
mule très  simple  pour  le  cubage  des  tonneaux.  Supposons  que 
le  méridien  de  l'ellipsoïde  ait  pour  équation 


X"-         z^   _ 
a-        c- 


l'intégrale  à  évaluer  est 

T  r.r2  dz 
ou  bien 


-  r  -,{c'^--~z''-)ciz, 

si  l'on  veut  le  segment  compris  entre  le  plus  grand  parallèle 
et  le  parallèle  à  la  distance  h  de  celui-ci. 
Cetle  intégrale  a  pour  valeur 
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en  doublant,  on  „ura  le  volume  d'un  tonneau  de  hauteur  aA, 
à  savoir 

On  donne  ordinairement  les  rayons  de  base,  et  non  c;  or, 
appelant  R  le  rayon  de  base,  on  a 

— ;  +  "  T>  =  I  '         <^i  ou         c2  = , 

et,  par  suite,  le  volume  du  tonneau  devient 

..\^k~^  «^2 l=^-^(2a'-H-R2) 

ou,  appelant  H  la  hauteur  totale, 

Considérons  enfin  le  volume  engendré  par  la  cycloïde 

X —  a{ii -- ûviu)^         y  =  a{j  —  cosu), 

tournant  autour  de  sa  base.  Xous  supposerons  la  eycloïde  li- 
mitée à  deux  rebroussements  consécutifs.  Le  volume  aura  pour 
expression 

^271  271 

t:   I      y'^dx---       j       a^(]  —  cosuf^dii 


—  T.a^   j       (  I  —  3  cos  u  -1-  3  cos2  a  —  cos-'  u)dii 

(27: 
(i  --  3  cos^ II) du 


0 

=  J7r2a3. 


VIII.  —  Sur  la  mesure  des  surfaces  courbes. 

On  appelle  aif^e  d'une  portion  de  surface  limitée  par  un 
contour,  ou  d'une  surface  fermée,  la  limite  vers  laquelle  con- 
verge la  surface  d'un  polyèdre  inscrit,  à  faces  infiniment  pe- 
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lites,  lorsque  le  nombre  de  ces  faces  croît  indéfiniment.  11 
faut  démontrer  que  cette  limite  existe  et  qu'elle  a  une  valeur 
unique  et  bien  déterminée,  quel  que  soit  le  mode  d'inscription 
du  polyèdre  dont  nous  venons  de  parler. 

Soient  a  Taire  d'une  facette  du  polyèdre,  a,  p,  y  les  angles 
qu'elle  fait  avec  les  plans  de  coordonnées,  to'  sa  projection 
sur  le  plan  des  xy,  on  aura 

M  =  ùi  COSV  OU  co  =  • 

'  cosY 

Eu  appelant  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  sur- 
face par  lequel  passe  la  facette  et  p,  q  les  dérivées  --^  ■>  -''  •> 
en  appelant  £  un  infiniment  petit, 

T 

(2)  cosy  — 


sJ^-r-p-'-^-q-^ 


en  efl'et,  le  plan  de  la  facette  fait  un  angle  infiniment  petit  avec 
le  plan  tangent,  puisqu'elle  contient  au  moins  deux  droites 
(deux  de  ses  côtés)  qui  rencontrent  la  surface  en  deux  points 
infiniment  voisins,  c'est-à-dire  qui  sont  tangentes  à  la  sur- 
face. Quand  on  passe  aux  limites,  on  peut  donc  remplacer  y 
par  l'angle  que  fait  le  plan  tangent  avec  le  plan  des  xy^  ce 
qui  donne  la  formule  (2),  et  par  suite  (i)  devient,  en  appe- 
lant s'  un  nombre  infiniment  petit, 


w  =  to'  v/i  -\~ p'-  -r-  <7^  -I-  î'w'; 
enfin  l'expression  de  l'aire  cherchée  s'écrit  alors 


Eco  =  Sw'  sj v  -- p'^  --  q'^  -4-  Sî'to'. 

C'est  le  volume  d'un  solide  prismatique  compris  entre  un 
cylindre  dont  ]a  base  serait  la  projection  de  l'aire  courbe 
considérée  sur  le  plan  des  xy^  le  plan  des  xy  et  la  surface 
ayant  pour  cote  le  radical  y/i  -\-  p-  -i-  q-  augmenté  d'un  vo- 
lume Ss'w'  qui  a  évidemment  pour  limite  o.  Le  premier  de 
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ces  volumes  est  bien  déterminé;  il  a  pour  expression  l'inté- 
grale double 

JJdxdy  v/r~7M^^; 


dxdysji  -\- p- -\-  q-  est  donc  ce  que  l'on  peut  appeler  Vêle- 
ment de  surface  :  c'est  la  portion  de  surface  qui  se  projette 
suivant  le  rectangle  dxdy,  aux  infiniment  petits  près  du  troi- 
sième ordre. 


IX.  —  Aires  des  surfaces  en  coordonnées  polaires. 

Pour  obtenir  l'expression  de  l'aire  d'une  surface  en  coor- 
données polaires,  on  part  de  l'expression 

(i)  S=  J  J  ^i-\-p-'-\~q-'dœdj\ 

qui  fournit  l'aire  en  coordonnées  rectilignes,  et  l'on  effectue 
le  changement  de  variables 

X  —-  r  sin6  cos^j;, 
y  -—  r  sin6  sirn!;, 
z  ~  r  cos6, 

/'  désignant  le  rayon  vecteur  du  point  (^x,y^z),  '|  sa  longi- 
tude et  9  sa  colatitude;  on  trouve 


La  formule  (i)  devient  alors,  en  vertu  de  la  règle  donnée 
(p.  1  5 1  )  pour  le  changement  de  variable, 

Si  l'on  suppose  /*  =^  const.,  on  trouve  l'expression  de  l'aire 
d'une  portion  de  sphère  de  rayon  r 

S  =    f  f  r^-s'm^d^d^y 
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ce  que  l'on  peut  vérifier  en  considérant  deux  méridiens  ZC 
et  ZD  infiniment  voisins  faisant  entre  eux  l'angle  d'I^  et  deux 
parallèles  infiniment  voisins  ABetCD.  Nous  prendrons  pour 


Fi! 


élément  d'aire  le  cpiadrilatère  ABGD  ;  il  peut  être  considéré 
comme  un  rectangle  de  côtés  AB  et  AG.  Or,  /*  étant  le  rayon 
de  la  sphère,  'h  et  8  la  longitude  et  la  colatitude  du  point  A, 

on  a 

AG  =  rem,         AB  ^  rsinOt/^; 

l'élément  de  surface  ABGD  est  donc  r-s\n^d^d'l]  par  suite, 
l'aire  d'une  portion  de  sphère  finie  sera 


//,-^si„ 


cmd'h. 


ainsi  qu'on  l'a  trouvé  tout  à  l'heure. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  une  des  intégrations  peut 
toujours  être  effectuée,  et  l'aire  d'une  portion  de  sphère  peut 
se  présenter  sous  la  forme  d'une  intégrale  simple. 

Lorsque  la  surface  à  évaluer  est  de  révolution  autour  de 
l'axe  des  5,  r  n'est  pas  fonction  de  'h  et  l'expression  de  S  se 
simplifie;  on  a  alors 


S  = 


/// 


^''\'_4-/'2r  sine  6/0^^, 


di) 


et  si  l'on  a  à  évaluer  la  surface  d'une  zone  comprise  entre 
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deux  plans  parallèles,  l'intégration  par  rapport  à  <b  s'effectue 
immédiatement  entre  les  limites  o  et  27:,  et  l'on  a 


"/l/(S 


r2rsinef/6. 


Pour  obtenir  l'aire  en  coordonnées  semi-polaires,  il  faudra 
poser 

■27  — /-cosO,        jK  — /'sin8, 
et  l'on  trouvera 

s  =///7T7^^^x  dj  ^-fpVTJ^nr'  '^Ç.  d,  clr 

et,  en  effectuant  les  calculs, 

-//i/'(i)wl7---- 

Dans  une  surface  de  révolution  z  ne  dépend  que  de  /•,  et 
l'on  a 


-Ih 


/l'^X+,.rdrdO. 


La  surface  d'une  zone  comprise  entre  deux  plans  parallèles 
est  alors  donnée  par  la  formule 


"// 


■  +  (^)V./,- 


X.  —  Quadrature  de  quelques  surfaces. 

Problème  de  Viviaivi.  —  Etant  donné  un  hémisphère  de 
rayon  un,  on  décrit  sur  le  rayon  du  grand  cercle  de  base 
{pris  pour  plan  des  xy)  un  cercle 

(i)  372  —  57  +  72:^0; 

on  prend  ce  cercle  pour  base  d'un  cylindre  droit  qui  dé- 
tache une  sorte  de  calotte  sur  la  sphère  :  on  demande  la 
surface  de  cette  calotte. 
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La  réponse  à  la  question  est 

Intégrons  par  rapport  à  B,  nous  aurons 

/  (cos6o —  cos^ y) d'\i  ; 

Oo  et  Q<  sont  à  déduire  de  l'équation  (i)  après  l'avoir  trans- 
formée en  coordonnées  sphériques,  ce  qui  donne 

sin2  6  cos^t];  —  sin6  cos6  ~  sin^O  siii^-^  =  o 
ou,  plus  simplement, 

0=0,  sinO  =  cos'l',  cosô  =  liz  siinj^; 
l'intégrale  cherchée  est  donc,  pour  la  moitié  de  la  surface, 


/      (i  —  s'm^)d<\) 


ou I  ;  l'aire  totale  est  donc  ti  —  2. 

Le  volume  cylindrique  peut  aussi  se  calculer  facilement  : 
on  prend  pour  cela  des  coordonnées  polaires  dans  le  plan 
des  xy  et  l'équation  (i)  devient 


r2  — /'cos'l         ou         r^cos»^; 


le  volume  est 

Intégrant  par  rapport  à  ;:  de  o  à  y/i  —  x-  — y-  ou  \j  \  —  /•-,  il 
vient 

JJr  dr  v/7^^7^^^  =.  -J\  [(I  -  r^flr'^/']^ 
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=         /      -„(i-sin3(|;)c?4;=  -  - -, 
et,  en  doublant,  on  trouve  le  volume  total  t: 
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Surface  du  tiuaingle  sphérique.   —  Nous  clioisirons  un 
Irlangle  rectangle  d'abord  ;  l'un  de  ses  cotés  AG  sera  un  méri- 


Vis:.   10. 


dien,  l'autre  sera  la  trace  de  la  splière  sur  le  plan  des  xj 
le  troisième  BG  aura  pour  équation 


ou 

(0 


Il  s'agit  d'évaluer 


(2) 


z  =jKtanglî 
cos6  =  sinO  sin6  tang  li. 


Intéirrons  de  8  à  -?  nous  aurons 


(3) 


/  cos6  d'^. 


Il  faut,  dans  cette  intégrale,  remplacer  8  par  sa  valeur  tirée 
de  (i);  or  celte  équation  donne 


tangO  = 
cosO  = 


sint];  tangB 

siin];  tang  B 
/i  H-  sin2(];  tang^B 
siinj;  tangB 


sin»^  sin  B 


y/i  H-  tang^B  —  cos^»^  tang^B        /'  —  cos2^  sin^B 
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L'intégrale  (3)  prise  alors  entre  les  limites  o  et  c  donnera 

/  — —  =  —  [arc  siii(cosu>  siri  HjJo, 

• 'o      V  1  —  cos^tj;  sin^B 

c'est-à-dire  — arc  sin(sinB  cosc) -i- 13;  maison  sait  que 

sinB  cosc  =  cosG  : 

Taire  cherchée  est  donc 


arc  sin(cosG)  -f-  B  =  —  arc 


sin  [sin/^  -  c)  1  +  B 


-  -C  +  B. 

'X 


Pour  avoir  l'aire  d'un  triangle  quelconque  abc^  on  le  dé- 


Fi  g.    1 I 
b 


composera  en  deux  autres  rectangles,  ])ar  la  hauteur  bd,  et 
l'on  aura 


abd  —  a  -^-  bi  —  '-■> 


bdc  r=z  c  --  6., ^ 

•2 


donc 

abc  ■=z  a  ^-  b  -f   c  —  -. 

Surface  d'ujv  cyliindre  tronqué.  —  Appelons  ds  un  élé- 
ment de  l'arc  de  base  (de  section  droite),  /  la  longueur  de 
l'arête  correspondant  à  l'arc  5,  Ids  sera  l'élément  de  surface 

et  il  faudra  calculer    /  ids.   Supposons  qu'il  s'agisse   d'une 

base  circulaire  de  rayon  R;  soit  i  l'inclinaison   du  plan  de 
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troncature  ;  comptons  l'arc  à  partir  du  moment  où  /  est  mini- 
mum, on  aura 


^  =   ^0  -r-  R  (   I  —  COS  — 


]  tang  i, 


l  —  Z^+  2R  sin^-l ^  tangr 
'1  K 


la  surface  est  donc  donnée  par  la  formule 

^Ru  ^RU  ^ 

2    /        /o^* -T- 4R  tangt   /        sin2—     â?5, 

♦A  «A  ^  ^^ 

c'est-à-dire 

2/0'^R  —  27rR2tangi. 

Surfaces  de  révolutiojn.  —  Les  surfaces  de  révolution 
peuvent  s'obtenir  par  une  seule  intégration;  en  effet,  en  les 
décomposant  en  zones  par  des  parallèles  infiniment  voisins, 
la  surface  d'une  zone  peut  être  représentée  par  ir^-xâs^  ^dé- 
signant le  rajon  du  parallèle  moyen  et  ds  l'élément  d'arc  de 
méridien;  sa  surface  totale  sera  donc 

ITZ  I  X  ds. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  ellipsoïde.  Soit 

l'équation  du  méridien;  on  a 

z  =  ±1  ~  \l à^  —  cc^,         dz  = —  dû:. 

(^2  ^1  /72  /y.2  _L_    >74 

dx^  +  dz^  =  ds^'  =      •      ,        l      ~  dx^ 

{a^~  —  x^-)a^ 

OU,  faisant  a-  —  c-  =  b-  et  a- -^  h- =  Y^^, 
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et,  quoique  ds  ne  puisse  pas  être  intégré,  on  trouve 


T.  \  xds  =  \r.  \      4/  —7 — -  X  clx 


=  or   /  , —  du, 

expression  dont  la  valeur  s'obtient  sous  forme  finie. 

XI.  —  Théorèmes  de  Gauss. 

Soit  cp  V  angle  que  la  normale  extérieure  à  une  surf  ace 
fermée  fait  avec  un  axe  fixe,  Vaxe  des  x  par  exemple; 
soit  d(7  l'élément  de  surface  :  l'intégrale 


SI' 


coscp  dri, 
étendue  à  toute  la  sujf ace  fermée  considérée,  est  nulle. 

En  effet,  l'élément  de  surface  dy  est  éeral  à  ±  — — ^j  donc 

^  coscp 

l'intégrale  considérée  revient  à     /  j  nzdxdj;  le   signe   + 

convient  au  cas  où  la  normale  extérieure  fait  un  angle  aigu 
avec  l'axe  des  x  et  le  signe  —  au  cas  contraire.  Or  à  un  élé- 
ment dxdy  pour  lequel  coscp  est  positif  correspond  un 
autre  pour  lequel  il  est  négatif,  ce  dont  on  s'assure  en 
considérant  le  parallélépipède  qui  a  dydz  pour  base  et  qui 
doit  nécessairement  couper  la  surface  un  nombre  pair  de  fois 
et  alternativement  en  des  points  oii  cosc5  est  positif  et  négatif. 

Le  volume  du  corps  compris  à  l'intérieur  de  la  surface 
fermée  est,  en  conservant  les  notations  précédentes^ 


1  I  ^  cos  o  d<j  =  I   I  X  dy  dz. 
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Soient  r  le  rayon  vecteur  issu  de  l'origine,  \l  l'angle 
que  fait  la  normale  extérieure  avec  ce  rayon;  le  volume 
est  aussi  exprimé  par 


iff 


r  ch  cos  fj.; 


car  <:/a-cos[ji  est  la  section  droite  d'an  cône  ayant  son  centre 
à  l'origine  et  découpant  Télément  de  surface  ch. 


L'intégrale 

'dl  cos  !X 


JT 


r'^ 


est  nulle  ou  égale  à  4~,  suivant  que  l'origine  est  à  l'exté- 
rieur ou  à  l' intérieur  de  la  surface. 

En  cfiet,  décrivons  de  l'origine  comme  centre  une  sphère 
avec  un  rayon  égal  à  un.  Soit  w  l'aire  découpée  dans  cette 
sphère  par  le  cône  infinitésimal  ayant  son  centre  à  l'origine 
et  pour  base  <ia-;  on  a  évidemment 

d'y  cos  ijL         , 
^— A-  r=  dio  ; 

or   j  j  dto  représente,  si  l'origine  est  intérieure  à  la  surface 

donnée,  toute  la  surface  /[ti  de  la  sphère;  elle  est  nulle  dans 
le  cas  contraire. 


XII.  --  Sur  la  différence  des  valeurs  que  peut  prendre 
une  intégrale  multiple  en  intervertissant  l'ordre  des  intégrations. 

Pour  que  l'on  puisse  intervertir  l'ordre  des  intégrations 
dans  une  intégrale  multiple,  il  faut  que  la  quantité  placée 
sous  les  signes  d'intégration  ne  devienne  pas  infinie,  ainsi 
qu'on  l'a  supposé  dans  la  démonstration  de  ce  théorème. 

Supposons  que  l'on  ait 

^^•"^'-^^ àJ, ây ' 
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on  aura 

/     I  /  /(^'^)^^|^^=/     [•|(^,Y)--.];(^,jo)]^^, 

et,  en  général,  en  posant 

f\^{pr,Y)~~^{x,f,)]da:-   f    [cp(X,  j)  -  0(^0,  r)]^J  =  A, 

on  trouvera 

A  ^o. 

Cependant,  si,  pour  x  --=  a^  y  z=^h,  les  fonctions  o  et  h  étaient 
infinies,  on  pourrait  ne  plus  avoir  A  =  o-,  on  peut  d'ailleurs 
calculer  A.  En  effet,  pour  s  et  ^  infiniment  petits, 

I      \^{x,\)—^{x,yQ)\dx 

=  \ïm\    f        [^ix,Y)-^'}^{x,yo)]dx-^,-  f     [^{x,  Y)  -  ^{x,yo)]dx[ 

=  lim<    /      [o(a-s.y)--o{xo,y)]dy^h   /      [r^{X,  y)- -^(a-^  z',  y)]dy\ 

=  lim    /     [c^{X,y)~^{xo,y)'i-^{a  -z,y)—o(a-^i\y)]dy; 

on  conclut  de  là,  avec  Cauchy, 

A  =  lim    /      [^{ci— '^•,  y)— ^{a -^  t' , y)\dy. 

Gauss  a  déduit  des  remarques  précédentes  une  démonstra- 
tion curieuse  de  ce  théorème  : 

Tout  polynôme  entier  en  z  à  ce  efficients  réels  du  degré  n 
est  décojnposable  en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second 
.    degré. 

L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  12 
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Soit 

F(^)  =  Aq-{- s\iZ -+-...  An  ^" 

un  polynôme  entier  de  degré  n.  Si  nous  posons 

z  =  r(cos6  -i-  y/—  i  sin6), 

nous  aurons 

F(^)=P-4-Q/— F, 

P  ^  Ao-f-  Air  cos6  +.  .  .-^  A„_r''  cosaiO, 
Q^  AirsinO  -4-.  .  .— A„r'^sinne, 

et  il  suffit  de  prouver  que  P^  +  Q^,  module  de  F(^),  passe 
par  zéro.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  d'après  Gauss.  (Je 
dois  dire  que  Gauss  évite  de  parler  d'imaginaires,  mais  c'est 
là  un  tour  de  force  que  nous  ne  reproduirons  pas,  et  pour 
l'étude  duquel  nous  renverrons  à  sa  thèse.) 

Posons 

F 

V=  arctang^, 

et  intégrons  — -.  entre  les  limites  o  et  27c  pour  Q,  o  et  00 

pour  R. 

L'intégration  effectuée  d'abord  par  rapport  à  R  donne 

-,r[,.,^(.s-§),i;^ 

l'intégration  effectuée  d'abord  par  rapport  à  B  donne 

L'intégrale  B  est  nulle  ;  car,  pour  B  =  o  et  0  =  au,  la  quantité 
entre  crochets  prend   des  valeurs  égales.   Pour  calculer  A, 

QdP  —  FdQ      ,       1      . 
nous  observons  que,  pour  r  —  o, ^^ est  nul;  si,  pour 

calculer  la   valeur  de  cette  expression  pour  /-  =  co  ,  on  ne 
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conserve  au  numérateur  et  au  dénominateur  que  les  termes 
du  degré  le  plus  élevé  en  r,  on  trouve 


m 


2«A' 


271 


On  a  donc  A  :=  /  nd^  ou  inr^.  De  ce  que  l'on  trouve  pour 
A  et  B  des  valeurs  différentes,  il  faut  en  conclure  que  les 
quantités  placées  sous  le  signe  /  dans  A  et  B  passent  par 

l'infini,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  P-  +  Q-  s'annule. 

Il  ne  serait  pas  plus  difficile  de  prouver  par  un  procédé 
analogue  que  toute  équation  algébrique  à  coefficients  réels  ou 
imaginaires  delà  forme  a  +  b\J —  i  admet  toujours  une  racine 


réelle  ou  imaginaire  de  la  même  forme. 


XIII.  —  Remarques  au  sujet  des  intégrales  multiples  prises 
entre  des  limites  infinies. 


Une  intégrale  multiple  prise  entre  des  limites  infinies  peut 
avoir  plusieurs  valeurs  distinctes,  suivant  la  manière  dont 
on  fait  croître  les  variables  d'intégration  ou^  si  l'on  veut 
faire  usage  d'un  langage  géométrique,  suivant  la  forme  du 
contour  infini  à  l'intérieur  duquel  on  fait  croître  les  va- 
riables d'intégration. 

Considérons  avec  M.  Gayley  l'intégrale 

/   I  sm{x^  -T-  y"^) dx  dy  ; 
si  l'on  intègre  à  l'intérieur  d'un  rectangle,  on  a 

/  /         ûw^x'^ -^  y'^)  dx  dy  ^    1  j         sinx^  cosy- dxdy 

■+-    /  /         cos x^sin y ^  dxdy 
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OU ,  d'après  la  valeur  connue  des  intégrales  de  Fresnel  (p.  1 87), 

/  I         sin  {x^ -h y^)  dx dy  =  — ! —  =  t,. 

Au  contraire,  si  l'on  prend  pour  limites  d'intégration  un  cercle, 
il  faudra  poser  ;r-+jK-=:  r-  et  prendre  pour  élément  r  d^ dr  ; 
l'intégrale  cherchée  devient  alors 


-'0      *yo 


2  7r 

r  s'inr^d^dr 


ou 


résultat  indéterminé.  Ce  fait  a  une  grande  importance  et  doit 
mettre  en  garde  contre  des  fautes  que  l'on  pourrait  être  tenté 
de  commettre. 

Proposons-nous  d'évaluer  l'intégrale   /     e~^' dx\  à  cet  effet 

«-'^-00 
posons  avec  Poisson 

X  =   /     e-^-dx, 
X=    r    e-y'dy; 
multipliant  ces  formules  membre  à  membre,  on  a 

X2=    /        /     e-(^-+y-)dxdy, 

et  l'intégrale  double,  qui  se  réduit  au  produit  de  deux  inté- 
grales simples,  doit  être  prise  à  l'intérieur  à\\n  rectangle. 
Poisson  se  croit  autorisé  à  prendre  pour  limites  du  contour 
d'intégration  un  cercle  ;  à  cet  effet,  considérant  e-(^'^^-J^'  comme 
l'ordonnée  d'une  surface  et  l'intégrale  X^  comme  son  volume, 
il  prend  des  coordonnées  polaires  dans  le  planMes  xy^  le 
volume  cherché  s'écrit  alors  sous  la  forme 
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X2=    /  /       e-''rd^dr, 
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2  TT  re-'"  f/r  ; 


f. 


l'intégrale  de  e  ''ir  étant  —  C',  on  a 

Le  résultat  est  exact,  mais  le  raisonnement  qui  conduit  à  ce 
résultat  est  incomplet,  et  rien  ne  prouve  que  l'intégrale  éva- 
luée comme  nous  l'avons  fait  soit  égale  à  l'intégrale  prise  à 
l'intérieur  d'un  rectangle. 

Mais  il  est  facile  de  corriger  notre  raisonnement,  en  mon- 
trant que  la  différence  entre  l'intégrale  prise  à  l'intérieur  du 
rectangle  et  à  l'intérieur  du  cercle  est  nulle.  En  effet,  soient 
2I  et  2I'  les  longueurs  des  côtés  du  rectangle  :  prenons  pour 
cercles  d'intégration  deux  cercles  de  rayons  \/l'^  +  /'^  et 
l' <C.  l]  les  intégrales  prises  à  l'intérieur  de  ces  deux  cercles 
ont  même  limite  sJ'K.  L'intégrale  prise  à  l'intérieur  du  rec- 
tangle est  évidemment  comprise  entre  les  deux  précédentes  : 
donc  sa  limite  est  la  même  ^r^.  Mais  ce  raisonnement  ne 
s'applique  plus  à  l'intégrale 


ir 


sin  ( :r2  -h  y^  )  clx  dy. 


XIV.  —  Théorème  général  sur  les  séries  doubles. 

Le  théorème  de  Gauchy  (p.  io5)  peut  être  généralisé. 

Théorème.  —  Si  cp(^,jK)  est  une  fonction  de  x  et  y  posi- 
tive pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  et  y,  et  décrois- 
ai    00 

santé  quand  x  ou  y  croit,  la  série  double  ^^^(^?;  ri) 

0     0 
sera  convergente  ou  divergente  suivant  que  Vintégrale 

/     o{^x^  y)dxdy  sera  finie  ou  infinie. 
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En  effet,  la  fonction  o  peut  être  considérée  comme  le  z 
d'une  surface;  l'intégrale  de  o{x,  y)dxdy  prise  à  l'intérieur 
d'un  contour  quelconque  pourra  être  regardée  comme  le 
volume  cylindrique  ayant  pour  base  le  contour  en  question 
et  pour  hauteur  en  chaque  point ^,jr  la  quantités  =  ^(^x^y). 
La  somme  des  termes  de  la  série  contenus  dans  ce  contour 
sera  la  somme  d'une  série  de  prismes  de  base  un  et  dont  la 
hauteur  variable  sera  un  terme  de  la  série.  Nous  supposons 
tout  contour  limité  à  l'axe  des  ^  et  à  l'axe  desjr.  Ceci  posé, 
on  a,  pour  un  contour  quelconque, 

^2?(''^.  n)        >  jj  o{x,y)dxdy; 

si  donc  la  série  a  une  limite,  l'intégrale  en  a  une  aussi;  si 
l'intégrale  a  une  limite,  la  série  en  a  une  aussi. 

Corollaire.  —  La  série  dont  le  terme  e^énéral  est  — ,, — -  est 
convergente  si  a  et  p  sont  plus  grands  que  un,  parce  que 

est  une  quantité  finie. 

Il  est  clair  que  le  théorème  de  Gauchy  peut  être  encore 
généralisé  et  appliqué  à  ce  que  nous  pourrions  appeler  des 
séries  triples,  quadruples,  etc.  Ces  généralisations  seront 
facilement  effectuées  par  le  lecteur,  quand  nous  aurons 
exposé  la  théorie  de  l'espace  à  n  dimensions,  ce  qui  va  être 
fait  dans  les  paragraphes  suivants. 

XV.  —  De  l'hyperespace. 

On  a  déjà  eu  l'occasion  de  voir  combien  la  Géométrie 
et  surtout  le  langage  géométrique  facilitent  l'exposition  de 
certaines  théories  au  fond  purement  algébriques.  Malheu- 
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reiisement  les  considérations  géométriques  ne  peuvent  guère 
s'étendre  aux  questions  dans  lesquelles  interviennent  plus 
de  trois  variables  indépendantes.  On  a  cherché  à  remédier  à 
cet  inconvénient  en  créant  nne  sorte  de  géométrie  fictive 
que  l'on  a  appelée  la  théorie  de  Vhyperespace  ou  géométrie 
à  n  dimensions  :  nous  allons  en  exposer  les  principes. 

Un  ensemble  de  n  variables  x^^  x^^  •  .  .,  ^„  constitue  un 
points  dans  la  géométrie  à  n  dimensions.  Une  équation 
représente  une  surface,  ou  une  variété  à  /i  —  i  dimensions; 
une  équation  du  premier  degré  représente  un  plan]  réqua_ 
tion 

représente  une  hypersphère^  le  point  <2i,  «o?*  •  ••  <^n  en  est 
le  centre^  R  le  rayon 

Deux  équations  entre  x^^  Xo,  ..-,  ^^  représentent  une 
variété  à  ^  —  2  dimensions;  trois  équations,  une  variété  à 
n  —  3  dimensions,  etc. 

n  équations  représentent  des  points  dont  les  coordonnées 
sont  les  valeurs  de  Xi,  X2,  .  •  .  satisfaisant  à  ces  équations. 
Les  points  sont  de  dimension  zéro. 

Un  point  et  un  plan  passant  par  ce  point  (c'est-à-dire  dont 
l'équation  est  satisfaite  par  les  coordonnées  du  point)  con- 
stituent un  élément  de  l'hyperespace. 

La  distance  0  de  deux  points  est  l'expression 

8  =  \/{xi  —  x\ )2 ^ {x^  —  x'^y- ^ .  .  . , 

dans  laquelle  Xi,  X2,  ...  et  ^'^,  ^!,,  ...  sont  respectivement 
les  coordonnées  de  ces  points. 

La  droite  i\ui  joint  ces  deux  points  est  la  variété  à  une 
dimension  représentée  par  les  équations 

Xi Xx  Xg  —  ^2  R 


00 \  —  ^  %  ^2  *^9 

R  désignant  la  distance  des  points  X, ,  Xo,  ...   el  Xt,  x- 


l84  *  CHAPITRE    IV. 

et /'la  distance  des  points  ^<,  Xo,  .  •  •  et^'^,  x[_^,  ....  Ces  équa- 
tions peuvent  aussi  s'écrire 

Xi  —  x\  _  Xo  —  ^2  _ 

_J___l_L,     -  ~  '%    ...  ou    des    quantités   proportionnelles   à 

celles-ci  sont  alors  les  coefficients  directeurs  de  la  droite 
considérée;  si  Pon  pose 

Xi  —  x'.  x^  —  .r'o 

-— i-  =  cosai,         -^ ~  —  cosa9,  .  .  ., 

r  r 

oLi^oL.y,  •  .  '  sont  les  angles  de  la  droite  considérée  avec  les  axes, 
cosa,  cosa',  +  cosaacosa'^,  + .  .  .  étant  posé  égal  à  cosV,  V 
sera  l'angle  des  directions  a,,  ao,  ...  et  a',,  a'^,  ...  ;  de  là 
découle  la  notion  des  droites  parallèles  ou  perpendiculaires. 
Si  l'on  considère  le  plan 

la  direction  ayant  pour  coefficients  directeurs  A,,  A2,  .  •  ., 
An  est  celle  de  la  normale  du  plan;  d'où  l'on  déduit  la  notion 
de  plans  parallèles,  perpendiculaires,  etc. 

Si  l'on  effectue  sur  les  variables  x^,  .To,  .  .  .  ^  x,i  une  sub- 
stitution linéaire  orthogonale,  on  fait  ce  que  Ton  peut  appeler 
une  transformation  de  coordonnées,  et  les  définitions  données 
pour  les  diverses  quantités  appelées  distances^  angles,  etc., 
subsistent  pour  leurs  transformées. 

XVI.  —  Surfaces  fermées. 
Considérons  une  surface 

et  un  pointai,  «2,  .  •  •,  an]  supposons,  pour  fixer  les  idées^ 
que  l'on  ait 

(et  l'on  peut  toujours  faire  en  sorte  qu'il  en  soit  ainsi,  si  le 
point  <2i,  «2,  ...  n'est  pas  sur  la  surface). 
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Les  points  de  l'espace  à  n  dimensions,  à  l'exception  de  ceux 
qui  sont  sur  la  surface,  se  partagent  en  deux  catégories  : 
ceux  pour  lesquels  /(^j,  ^2,  .  .  . ,  ^w)  a  le  même  signe  que 
/(<2,,  «2,  .  .  . ,  cin)  et  ceux  pour  lesquels /(^, ,  .  .  . ,  x,i)  a  un 
signe  opposé  :  je  dirai  que  les  premiers  appartiennent  à  la 
région  négative,  et  que  les  autres  appartiennent  à  la  région 
positive. 

Ceci  posé,  coupons  la  surface  par  une  droite  passant  par 
le  point  (<2|,  «2.  .  .  . ,  Cin),  à  savoir 

,    ,  Xx — «1        x^  —  a^ 

(  2  ) = =  .  .  .  =  r  ; 

cosai  cosa2 

/•désignera  la  distance  des  points  («, ,  «o^  •  •  •)  et(^<,  X2,  •  •  •). 
Nous  pouvons  supposer  r  toujours  positif;  les  r  des  points 
d'intersection  de  la  droite  (2)  et  de  la  surface  (i)  seront 
donnés  par  la  formule, 

(3)  /(«i -h  rcosaj,  «2 -^ '' corsa2,  ...)-- o. 

Maintenant  donnons  à  a,,  a2,  ...  des  valeurs  déterminées  et 
supposons  /'  très  petit,  le  premier  membre  (3)  sera  de  même 
signe  que  /(a,,  «2,  .  •  •),  c'est-à-dire  négatif,  et  il  peut  se 
faire  que,  r  grandissant,  le  premier  membre  de  (i)  conserve 
le  même  signe,  de  même  qu'il  peut  en  changer  plusieurs  fois. 
Appelons  v  le  nombre  de  changements  de  signe  qu'il  éprouve 
quand  /'  varie  de  o  à  +  00  ,  et  supposons  ce  nombre  fini.  Fai- 
sons maintenant  varier  a^,  ao,  .  .  . ,  le  nombre  v  va  varier  en 
général,  et  cela  brusquement,  puisqu'il  est  entier;  si  le 
nombre  v  ne  peut  varier  que  parce  que  deux  ou  plusieurs 
valeurs  de  r  sont  devenues  égales  et  ont  simultanément  dis- 
paru par  couples,  on  dira  que  la  surface  (i)  est  continue. 
Ainsi  dans  une  surface  continue,  et  nous  n'en  considérons  pas 
d'autres,  le  nombre  v  reste  toujours  de  même  parité  en 
comptant  les  valeurs  doubles,  triples,  etc.,  de  r  pour  deux, 
trois,  etc. 

Lorsque,  dans  une  surface  continue,  /'  ne  peut  être  infini, 
on  dit  qu'elle  est  fermée;  alors,  si  le  nombre  v  est  pair,  on 
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dit  que  le  point  («i,  ao,  .  .  .)  est  extérieur;  si  le  nombre  v 
est  impair,  ce  point  est  intérieur  à  la  surface. 

Tous  les  points  intérieurs  appartiennent  à  une  même 
région,  tous  les  points  extérieurs  à  Vautre  région. 

Soient,  en  effet,  M  et  IN  deux  points  intérieurs  :  joignons 
MN  =  R;  appelons  rla  distance  du  point  M  à  un  autre  point 
de  MN  situé  sur  la  direction  de  MN.  Faisons  varier  /-jusqu'à 
ce  qu'il  devienne  égal  à  R,  puis  continuons  à  le  faire  croître  : 
son  extrémité  aura  rencontré  un  nombre  impair  de  fois  la 
surface;  mais  elle  aura  aussi  rencontré  un  nombre  impair  de 
fois  la  surface  après  que  r  aura  passé  par  la  valeur  R^  donc, 
pour  passer  de  o  à  R,  l'extrémité  de  r  a  rencontré  un  nombre 
pair  de  fois  la  surface,  et  /"  a  le  même  signe  en  M  et  en  N  : 
ces  points  appartiennent  donc  à  la  même  région. 

Nous  dirons  qu'une  surface  fermée  est  simple  quand,  en 
faisant  varier  les  coordonnées  d'un  point  d'une  manière  con- 
tinue, à  l'intérieur  de  la  surface,  on  pourra  l'amener  d'une 
position  quelconque  M  à  une  autre  position  quelconque  N 
sans  le  faire  changer  de  région  et  sans  même  lui  faire  ren- 
contrer la  surface. 

XVII.  —  Mesure  de  l'étendue  des  variétés. 

Une  variété  à  une  dimension,  une  ligne  si  l'on  veut,  a 
pour  longueur  la  somme  des  distances  de  ses  points  suc- 
cessifs, ou,  pour  nous  exprimer  plus  rigoureusement,  la  va- 
leur de  l'intégrale 

/  \dx\  -H  dxl  -H . . . -T-  dx\, 

dans  laquelle  x^ ,  ^'o?  •  •  • ,  ^«  désignent  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  cette  ligne.  Les  limites  de  l'intégrale 
correspondent  aux  points  extrêmes  de  la  ligne. 

Les  analogies  nous  conduisent  à  mesurer  Vespace  inté- 
rieur à  une  surface  fermée  simple 

(l)  /(^l,  X^,    ...,  Xa)  =  0 
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)ar  rinléarale  n"P''' 


/  /  /  . . .  dxi  dxi  . . .  dXfi, 


étendue  à  tout  le  domaine  des  points  intérieurs  à  (i)  et  dé- 
finis par  suite  par  une  formule  telle  que 

(2)  fi^l,  ^2,    •  .  -,  Xn)<0. 

Nous  mesurerons  l'étendue  de  la  surface  (i)  au  moyen  de 
la  formule 


EL 

dXa 

étendue  à  tous  les  points  satisfaisant  à  la  relation  (2^ 
La  mesure  de  la  variété  à  ^  —  i  dimensions 

/  =  o,        g  =  o 

sera 


JJ  àif.g) 


d{Xn-ij  Xn) 

et  ainsi  de  suite. 

Les  théories  exposées  dans  ce  paragraphe  facilitent  l'expo- 
sition de  certaines  parties  de  la  théorie  des  intégrales  mul- 
tiples. 

XVIII.  —  Surface  de  l'hypersphère. 

Considérons  l'hypersphère 

x\-^xl-^...^xl  =  R2, 

et  proposons-nous  d'évaluer  l'étendue  de  sa  surface.  Cette  sur- 
face est  évidemment  fermée  et  simple,  et  la  mesure  demandée 
est 


I  I  . . .  dxidxi  . . .  dxn-i 


^x\ 
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OU 

/   /  .  . .  dxy  dxï  .  . .  dxn-^  3^ — _________  . 

Pour  évaluer  cette   intégrale,   on  peut   procéder  comme   il 
suit  :  on  posera 

Xx      =RcosOi, 

^2      =  RsinôiCosOo, 

^/i_2  =  R  sin6i  sinô.,  . .  .  cos6„_2, 

Xn~\  —  R  sinôi  sin02  .  .  .  sin  6„_2  cosO/j-i, 

x,i     =Rsin0isinO2 sinO„_,; 

on  aura  bien 

x\-\-  x\-^..  .-^  xl  =  R2 
et 

(^(6^,62,  ...,6,_,)   ~- 


R«-isin«-iôisin«-2  02  ...  sin6,,_], 


en  sorte  que  l'intégrale  à  évaluer  deviendra  (p.  i5i) 

fj'-  R'^-isinO'/-2sine',^-3  ...  sin6;,_2  ^61^62  ...  ^0/,_,  : 

quant  aux  limites,  on  voit  qu'elles  seront 

^  j  pour  6,         ^  I  pour  O2  . .  .  ^^  |  pour  6„_„ 

afin  que  les  x  acquièrent  une  fois  et  une  fois  seulement  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  —  i  et  -+-  i.  Or  on  a  (p.  64) 

.7o  2 . 4 . 6 .  .  .  2  /7i 

1 . 3 .  ,  .  (  2  /?i  -t-  I  ) 
Notre  intégrale  devient  alors 

271.2.  -T..i\  .71^  .2^  ...  R«-i; 
2  3        2.4       3.5 

pour  /2  =  2,  on  a  27:R-  pour  72  =  3,  on  a  47iR-%  .  .    . 
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La  même  méthode  s'appliquerait  à  l'évaluation  de  l'étendue 
comprise  à  l'intérieur  de  l'hypersphère  ;  nous  ne  ferons  pas  l'é- 
valuation de  cette  étendue  dont  la  valeur  ne  nous  sera  pas  utile 
dans  la  suite. 

XIX.  —  Théorème  de  Green. 

Soit  u  une  fonction  des  variables  x^,  Xo-,  ...,  Xn  satis- 
faisant à  l'identité 

et  nous  verrons  tout  à  l'heure  qu'il  existe  des  fonctions  jouis- 
sant de  cette  propriété;  soit  ç  une  autre  fonction  des  mêmes 
variables,  finie  et  continue  dans  un  certain  domaine  D.  Sup- 
posons d'abord  que  la  fonction  u  soit  également  finie  et  con- 
tinue dans  ce  domaine  et  considérons  l'intégrale 

qui  par  conséquent  est  nulle  quand  on  l'étend  au  domaine 
en  question.  Considérons  d'abord  le  premier  terme;  on  a,  en 
intégrant  par  parties  par  rapport  à  x^ 


-Il 


-— -  ^ —  dxidx<r  . .  .  dxn. 
dxi  dxi 


et,  en  ajoutant  toutes  les  équations  analogues  à  celle-ci,  on 
trouve,  en  se  rappelant  que  0  =  0, 

âv     du  âv     du 


,        ,        ,       ,  dxi  dx9  .  .  .  dXfi 

dx\   axi  dXfi  oXf   ' 


Parmi  les  fonctions  u  qui  satisfont  à  l'équation  (i)  se  trouve 
la  fonction 

(3)  u  =  {xl-^xl-^...-^xl)~"-^, 
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ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier;  en  effet  l'on  a 

^   =— (71  —  2)^/(a7f  +...+  072)     2^ 

Ô'^li  --^^^  -- 

— 2    =  7l(/l  — 2)^1(27^+..  .+  ^J)        2      _(^ri  —  l){x\-^r...-\-xl)''-\ 

en  faisant  t  =  i ,  2,  .  .  . ,  ai  et  en  ajoutant  les  équations  ainsi 
obtenues,  on  trouve  l'équation  (i). 
Faisons,  pour  abréger, 

'^'i  ~  x\  -\- x\  -\    .  .  . -^  X% 

et  remplaçons  dans  (a)  w  par  R-(«-2>,  et  par  conséquent  ^ 
par  — {n  —  i)xiK~'^^  nous  aurons 

//■••(£  ^'  +;£  ^^  ^^-  ■•+  £  ^„)  R-»rf^,  . . .  dœ,, 
~  I  I     "  ^.^^i^^i  •  •  •  dxi-id.Ti-^i  .  .  .  dr,i  R-«. 

i 

11  résulte  de  là  que,   si  v  est  une  fonction  homogène  de 
degré  zéro  ou  une  constante,  on  a  simplement 


(4) 


/    /  ■  •  -^A  ''^^idx^  .  . .  dxi-y  dxi^i  .  .  .  dru  R-'^^  =  o. 


Cette  équation  va  nous  servir  à  établir  un  théorème  important 
(le  M.  Rronecker.  La  formule  (2)  a  été  trouvée  par  Green 
dans  le  cas  où  /«  =  3. 


XX.  —  Théorème  de  M,  Kronecker. 

Changeons  de  variables  dans  la  formule  (4)  du  paragraphe 
précédent  et,  à  la  place  des  variables  ^,,  ^o,  .  .  .,  Xn-,  met- 
tons d'autres  variables  g,,  :;j,..  .  .,  z,i^  que  nous  supposerons 
liées  par  la  relation 

(5)  F(^i,  ^2,  •• .,  ^«)  =  o, 

qui  sera,  par  rapport  aux  nouvelles  variables,  l'équation  de 
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la  surface  qui  limite  le  domaine  D  ;  cette  surface  sera  par 
conséquent  supposée  fermée.  Si  l'on  suppose  ,:;/  tiré  de  l'équa- 
tion (5),  on  aura  (p.   toi) 


ff-2 


d(xi, 


âxi-i  dxi-^-i  . . .  dxn,  R."  " 


•^i-lj   ^i4-li 


dz,i 


remplaçons  le  premier  membre  par  sa  valeur  o  et  transfor 
mons  le  second  membre  :  nous  trouverons 


//■■ 


(0 

to 

to 

dz. 

dz,     • 

dz,i 

dx, 

dx^ 

ùx, 

dz. 

Oz^ 

ÔZn 

()X2 

dx. 

dx. 

~âT, 

àZi      ' 

'       àZn 

dx„. 

àx.. 

dXa 

ôz. 

àz-i 

àz,i   1 

R-«  =  o, 


iù  désignant  le  produit  dz^J  dz^,  .  .  .,  dzn-  Telle  est  la  for- 
mule de  M.  Kronecker;  on  peut  lui  donner  une  autre  forme. 
En  effet,  en  appelant  da  l'élément  de  la  surface  (5),  on  a 


d<s 


dzi 


dzi 


[/(Êif^-'AS 


de  sorte  que,  si  l'on  fait 


Xi 


âF 

dz, 

dF 

âz,       • 

ÔF 

■  ■      àz„ 

dx, 

âx, 

dx, 

dzi      âzç, 


àXg  dXg 

dzi      dz2 


âz, 


àZn 


dF_ 
âz, 


à  F 
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on  aura 


//- 


Mais  cette  formule  suppose  que  R  ne  s'annule  pas;  la 
fonction  ji  étant  censée  finie  dans  le  domaine  D;  donc  x^^ 
^2)  •  '  ">  ^/z  ne  doivent  pas  s'annuler  à  la  fois  dans  l'inté- 
rieur de  la  surface  représentée  par  la  formule  (5). 

Supposons  maintenant  x^^  X2,  .  .  . ,  Xn  nuls  à  la  fois  en  des 

points 

ay,     «2?     •    -1     <^ni     que  nous  appelleronsM, 

bi,     b2,     . . . ,     bn,  »  N, 


Observons  cjue  la  formule  (6)  a  lieu  pour  une  surface 
fermée,  lors  même  qu'elle  ne  serait  pas  simple,  mais  com- 
posée de  surfaces  fermées  ne  se  coupant  pas  et  intérieures  à 
une  même  surface  extérieure.  Appelons  T^,  L,  .  .  .  des  sur- 
faces simples  intérieures  à  une  surface  simple  S  et  ne  se  cou- 

pant  pas,  et  désignons  par  H  l'intégrale  de  7.  v>—  d^,  relative  à 

la  surface  S,  et  par  K,,  Ko,    ...   les  intégrales  de  la  même 
quantité,  relatives  aux  surfaces  Ii,  lo,  •  •  •  ?  on  aura 

lI  =  Ki-i   K2  +  -    •• 
Si  donc  nous  désirons  la  valeur  de  l'intégrale 


-//■ 


■'-"■-i^'*. 


dans  l'hypothèse  nouvelle  où  nous  nous  plaçons,  il  suffira  de 
l'évaluer  successivement  pour  des  surfaces  fermées  infiniment 
petites  contenant  dans  leur  intérieur  les  points  M,  N,  ... 
respectivement. 

Evaluons  l'intégrale  prise  autour  du  point  M 5  à  cet  effet, 
reprenons  d'abord  .r, ,  ^o,  ,  »  .  ^  Xn  pour  variables,  nous  aurons 

P  =   /  /  ■  '  '^vxi  dxy  .  . .  dxi-i  àxi^-^  . . .  dXfi  R"; 
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rien  ne  nous  empêche  alors  de  limiter  le  domaine  de  l'inté- 
gration à  l'hypersphère 


xi  -\-Xi  -h.  .  .-\-X: 


p  désignant  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra.  On 

pourra  alors  faire  sortir  ç  de  dessous  le  signe  /  àla  condition 

de  le  remplacer  par  sa  valeur  pour  a:;^  =  o,  x.2^=  o^  ...  ou 
pour  Zi  ^=  Oi^  z.2  =  a-y,  .  .  . ,  valeur  que  nous  appellerons  A, 
et  il  viendra 


-"ff-r 


Xi  dr^  .  .  .  dxi-\  dxi^\   .  .  .  dx, 


p/i 


L'intégrale  qui  figure  dans  cette  formule  ne  change  pas 
quand  on  fait  varier  p;  on  peut  donc  le  supposer  égal  à  un, 
mais  alors  elle  est  l'expression  de  la  surface  de  l'hypersphère 


surface  que  nous  appellerons  7^,^,  en  sorte  que 

P  =  At;t,,. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Soient  A,  B,  C,  ...  les  valeurs  que  prend  la  fonction  v 
homogène  de  degré  zéro  aux  points  M,  N,  ...  et  Tn,i  la 
sur/ace  de  Uh/ypersplière  de  l'espace  à  n  dimensions  ;  on  a 


If 


•"-^^,d^  =  -^n{P^-^'Q  +  (^ +...), 


V intégrale  étant  prise  le  long  de  la  surface  F  =  o  qui 
contient  les  points  M,  N,  .  .  .  pour  lesquels  on  a  à  la  fois 

(7)  ^1  =  0,  ^2  =  0,  ...,  Xn  —  O. 

Si  l'on  suppose  (^  =  i ,  on  a  le  théorème  de  M.  Kronecker 
en  vertu  duquel,  le  nombre  des  solutions  communes  aux 

L.  —  Traité  d'Analyse,  TH.  r3 


^94 
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équations  (7)  contenues  dans  la  surface  F  =  o  est  égal  à 


V  intégrale 


If- 


7IT,t0R« 


étendue  à  la  surface  F  =  o. 

On  peut  étendre  ces  théorèmes  aux  fonctions  de  variables 
imaginaires.  Considérons  en  effet  les  équations 


(8) 


CPi  =  o, 


dans  lesquelles  cp,,  cpo,    ...,  cp„  sont  des  fonctions  des  va- 
riables imaginaires  ^j,  S2j  •  •  • ,  '^n  ;  si  l'on  fait 


Çi  =  zi-i-  ti 

?1  =  -2^1  +  ^1 


L,2  —  ^î 
©2  =  X=, 


?2  /-  I  , 


et  si  l'on  désigne  par  ^  une  fonction  homogène  des  Çj  P^r 
(^a,  ^ôj  •  •  »  les  valeurs  qu'elle  prend  aux  points  A,  B,  .  .  . ,  où 
les  équations  sont  satisfaites  en  même  temps  à  l'intérieur  de 
la  surface  F  =  o,  on  aura 


(9) 


^li"""       r^mJ J  '"  QK^'^ 


l'intégrale  étant  étendue  àla  surface  considérée;  bien  entendu, 
F  est  fonction  réelle  de  z^^  z^^  ...,  Zn]  ti^  to^  .-.,  t,i  et 
l'on  a 

o  -T -r— 

dxi     dxx 

•^^       dZy        dti        ' 


v/2 


dz 


dt 
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enfin  dn  est  l'élément  de  la  surface  Fz=o.  Cette  formule 
fournit  le  nombre  des  solutions  des  équations  (8)  contenu 
dans  cette  surface  quand  on  suppose  v  ^=^\. 


EXERCICES  ET  NOTES. 


1.  Démontrer  que  l'on  a 

1        nX 


/      /     f{oc,y)dxdy 
+   r     f  f(^,y)dydx^    f     f  f{x,y)dxdy. 


2.  Si  l'on  pose 

l'élimination   de  X  et  (j.  fournit  une  certaine  surface  dont  l'aire  est 
représentée  par 


formule  où 


--m-m-ii 


M 


-{©•*(i)'*(sr' 

_  do^  dx         dy  dy        dz  dz 
dX  dix         dl   dix.        âl  âïL' 

3.  Si  l'on  pose  dans  l'intégrale  qui  donne  l'aire  de  la  sphère 

X  =  r  sin^  ^i  —  m^  sin^ 6, 

y  =  r  cos6  cos']>, 

z  =  rsin^  \/i  —  n^  sin2t|;, 

l'aire  de  la  huitième  partie  de  la  sphère  de  rayon  r  sera  donnée  par 
la  formule 


-2 


r^      r^  m2cOs2  0H-/l2cOS2  4^ 


2 
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4.  Prouver  que,  en  posant 


F(m) 


'        ,  /      /i  — m2sin2e^0  =  E(m), 

^      v/i-m2sin2e  J^ 


F(m)E(n)4-F(/i)E(m)— F(m)F(n)=  -• 

(Legendre,  Fond,  elliptiques.) 

S.  Soient  ;r,jK,  ^,  •••  et^',  jk',^'?  •••  deux  systèmes  de  variables, 
m  une  constante,  o  el  f  deux  fonctions  continues.  Si  Ton  a  deux 
fonctions  Fi  et  F2,  telles  que 

j  j j  •  •  •  ?(-2?',/,  ...)f{oc,y,z,  ...,  x\  y,  z',...)¥i  {x',y,  z',...)  dx',  df ,  dz' 
on  aura,  entre  les  mêmes  limites, 


/// 


.  .•?(^sy,  ^',  "')^\{x',y,z',  •..)F2(^',y,  ^',  ...)dxdydz'  ...  =  o. 

(LiouviLLE,  i'"  série,  t.  X,  p.  327.) 
6.  Trouver  un  point  tel  que  la  somme 

f{x,y,  z)r'^dv 


f' 


soit  minima,  r  désignant  la  distance  de  ce  point  au  point  x,y,z,  et 
l'intégrale  étant  relative  à  tous  les  éléments  dv  d'un  volume,  d'une 
surface  ou  d'une  ligne  donnés. 

Ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  corps    /  dv,  dont  l'élément 

dç  possède  la  densité  f. 

7.  Trouver  un  axe,  tel  que  l'intégrale 

f{x,y,z)r^-dv 


f' 


soit  la  plus  petite  possible,  r  désignant  la  distance  du  point  {x,  y,  z) 
à   l'axe  en  question  et  dv  l'élément  de  volume  d'un   corps  donné. 
L'intégrale  est  supposée  étendue  à  tous  les  éléments  dv  de  ce  corps. 
(Même  problème  en  remplaçant  le  mot  axe  par  le  mol  plan.) 
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8.  Évaluer  le  volume  compris  entre  les  plans  de  coordonnées,  le 
plan  X  -^ y  =  -  et  la  surface  représentée  par  l'équation 

z  =  cosa?  cosy. 

9.  Evaluer  l'intégrale 


/    /    /  • . .  dxi  dx^  . . .  dxn-, 


avec  la  condition 

o  <  ^1  +  a:'2  + .  • .  +  ^/i  <  I  • 

10.  Évaluer  l'intégrale 

..     „       dxdydz 


fff' 


\/ x'^ -h  y'^ -i~  z'^ 

avec  la  condition 

x^ -\- y'^  ^  z^  <C  R2. 

11.  Le  paraboloïde  hyperbolique  qui  passe  par  quatre  arêtes  con- 
sécutives (formant  un  quadrilatère  gauche)  d'un  tétraèdre  partage 
ce  tétraèdre  en  deux  parties  équivalentes. 
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CHAPITRE  V. 

INTÉGRALES  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


I.  —  Conditions  pour  qu'une  fonction  soit  une  différentielle  exacte. 

Etant  donnée  une  expression  de  la  forme 
(i)  Fidxi-^F^dx^-^-. .  .-+-PndXfi=  'ï'Fdû:, 

où  Pi,  P2,  .  .  . ,  P/i  sont  des  fonctions  de  ^,,  ^o?  •  •  • ,  -^«j  il 
n'existe  pas  en  général  de  fonction  de  ^i,  X2,  •  .  .,  ^n  qui 
l'admette  pour  différentielle;  en  effet,  pour  qu'il  existe  une 
telle  fonction  F(.r<,  X2^  .  .  • ,  ^«),  il  faut  que  Fon  ait  identi- 
quement 

c'est-à-dire,  en  égalant  les  coefficients  de  djCi,  dx^.-,  •  •  • ,  dxn-, 

Or  on  a,  en  différentiant  la  t''"'^  équation  par  rapport  à  Xj^ 

^2  F     _  dVi^ 

dxi  dxj        dxj  ' 

on  a  de  même,  en  différentiant  lay'*"^^"'^  équation  par  rapport 

a  Xij 

(92  F     _  ^• 
dXi  dXj         dxi 
d'où  l'on  conclut 

dxj        dxi  ' 
en  permutant  i  ety  avec  chacun  des  indices  i,  1,  .  .  . ,  /^,  on 
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obtient  — ^relations  analogues  qui  doivent  être  identi- 
quement satisfaites  si  l'on  veut  que  (i)  soit  une  différentielle 


exacte. 


Réciproquement,  si  les ; — -  relations  (  2  )  on  t  lieu,  il  exis- 
tera toujours  une  fonction  F  admettant  l'expression /^P  dj: 
pour  différentielle.  En  effet,  si  nous  posons 

il  est  clair  que  l'on  aura 
(3) 

(4) 

mais  la  seconde  de  ces  formules,  en  vertu  de  (2),  peut  s'écrire 

— ^  =    /         -—  dxi-{-  —^ 

àxz       J^^      àxi  0x2 


dx, 

= 

Pi 

J 

à¥, 

dX2 

r= 

i 

dx-i 

dx. 

+ 

àx=i 

A2  désignant  ce  que  devient  Po  quand  on  y  remplace  ^i  par  a^ 
et  l'on  aura 

—  -P2, 
dxi 

si  l'on  prend 

=:A2 


dY^ 


vx 


ou,  en  appelant  F3  une  fonction  de  x^,  j:,,  .  . . ,  Xn-) 

F2  =    /       X^dx^-^Fzix^,  X,,,   ...,Xn). 
Donc  la  fonction 

f      V^dx^-\-   /      A2^:r2-f-F3(^3,  '",Xn) 

a.  «^«î 
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admet  pour  dérivées  par  rapport  à  Xi  et  ^2  les  quantités  P^ 
et  Po;  on  a  ensuite 


àFj, 


c'est-à-dire 


àxr. 


A3  désignant  ce  que  devient  P3  pour  ^^  =  ai,  cette  formule 
donne 


dx.        "  "  ^  '        dx 


A3  désignant  ce  que  devient  P3   quand  on  y  fait  ^,  =  «^ 
et  ^2  =  <^2  ;  on  en  tire 


et  1  on  aura  -r —  =  P3,  si 


dx^ 

àxs 


^'.-''■^ 


c'est-à-dire  si 

A3  dx^  ; 

alors  la  fonction 

'      Vidx^-^   /       A2<i^2+   /      A3<af^3-[-F4 

admettra  pour  dérivées  par  rapport  à  ^^,  x^-,  X3  les  quantités 
Pi,  P2,  P3,  et  ainsi  de  suite.  Il  résulte  de  là  que  la  fonction 

J/»  ^1  ^  Xj  ^  Xg  ^  X fi 

'         PiC?a7i-f-     /         A2<^^2+     /         A3  C^^3 -4- .  .  .  H-     /  kjidXji 

aura  pour  différentielle  l'expression  (1),  si  l'on  a  en  général 
Il  y  a  plus,  deux  fondions  ayant  même  différentielle   ne 
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pouvant  différer  que  par  une  constanle,  l'expression  trouvée 
tout  à  l'heure  sera,  à  une  constante  près,  la  seule  qui  admette 
pour  différentielle  llPdx. 


IL  —  Remarques  au  sujet  des  conditions  d'intégrabilité. 

Nous  venons  de  voir  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  l'expression  Pi  dx^  +  Po  dx.2  +  .  .  .  -f-  P„  dx,i 
soit  une  différentielle  exacte  était  que  l'on  eût  les  in(n  —  i) 
identités 

dxj        dxi 

Ces  conditions  à  la  vérité  sont  nécessaires  et  suffisantes,  mais 
Jacobi  a  prouvé  que,  pourri  >>  3,  elles  se  réduisaient  à  in  —  3 
équations  distinctes. 

D'ailleurs,  pour  /z  =  3  et  /z  =  2,  on  a 

\n{n  —  i)  —  in  —  3, 

en  sorte  que  l'on  peut  dire  que,  dans  tous  les  cas,  le  nombre 
des  conditions  distinctes  d'intégrabilité  est  in  —  3. 
Pour  démontrer  cette  proposition,  posons 


dxj 

dPj 

dXi 

=  Q.7; 

nous 

au] 

rons 

Q.7 

=  - 

-Qyï, 

Q.ï  = 

=  0. 

On  a 

identiquement 

àxk 

■  + 

âXi    "^ 

dxj 

=  0 

ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  en  remplaçant  Q/y,  Qjk,  Qki  par 
leurs  valeurs.  Il  en  résulte  que,  si  Qy/f  et  Q^/d  sont  nuls  iden- 

tiquement,  on  aura  — — ^  =0  et,  par  suite,  (j/y  ne  contiendra 
pas  xif. 
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Ceci  posé,  considérons  les  équations 

(l)  I    Q23  =  0,  Ql3  =  0, 

(  Q34  =  o,         Qu-H-a-sQoi  =  0, 

qui  ont  lieu  quand  P^  dx^  -h  P2â^^2  ■+-  Ps^^^s  +  P/«  d^h  est 
une  différentielle  exacte,  car  alors  Q,  o  =  o,  Q23  =  o,  Q,  3  ^  o, 
Q34  =  0)  Q42  =  o>  Q/H^o;  je  dis  que  réciproquement  les 
conditions  (i)  entraînent  celles-ci.  En  effet,  en  vertu  de 
Qi3  =  o  et  Q34  =  o,  Q/H  ou  Q,4  ne  contient  pas  X3  ;  en 
vertu  de  Q23  =  o,  Qg,  =  o,  Qo/,  ne  contient  pas  x^  non  plus; 
donc  Qj4  +  ^3Q2'»  ne  saurait  être  identiquement  nul  si  l'on 
n'a  pas  Q,,,  =  0,  Q^2\  =  0. 

De  même,  si  l'on  considère  le  groupe 

!Qi2  =  o, 

Q23  =  0,  Ql3  =  0, 

Q34  =  0,  Qu-H^3Q24  =  0, 

Q45  =  0,  Ql5  4-^4Q23-i-^!Q3o=0, 

qui  ne  diffère  du  système  (i)  que  par  l'addition  des  deux 
dernières  équations;  on  voit  que  l'on  en  déduit  d'abord, 
comme  tout  à  l'heure, 

Q12  =  o,         Q23  =  o,         Qi3=o,         ...,         Q34  =  o; 

mais  Q<3  ne  contient  pas  ^/,,  puisque  Qi 4  ainsi  que  Qjs  sont 
nuls,  etc.  ;  donc  on  ne  saurait  avoir 

que  si  l'on  a  séparément 

Ql3  =  0,  Q25=0,  Q35  =  o; 

et  ainsi  de  suite.  c.  q.  f.  d. 

On  peut  encore  aller  plus  loin  et  prouver  que,  si  L'on  a 
seulement 

(3)   ^  =  ^,     dV^^dPj,^  dVn^X   ^  dVn    ^ 

dx,i         dxi  '    àxn         àx2  '    *  *  *  '     âxn  àx^-i  ' 

l'expression 

Pi dxi  -h  P2 dx^  + . . .  +  Pfidxn 
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sera  une  différentielle  exacte^  pourvu  qu'elle  le  soit  pour 
une  valeur  particulière  a  de  Xn,  c"* est-à-dire  pourvu  que 
Von  ait 

(4)  é^  =  ^,         pour..  =  a. 
En  effet,  posons 

(5)  U=  i*0+     /  VndXa, 

u^,  valeur  de  u  pour  x„  =^  a,  sera  fonction  de  Xi ,  x^^  .  .  . , 
Xn-\  et  l'on  aura  - —  =  P„.   Or  je  dis   que,  si  l'on  choisit 

uX,i 

convenablement  u^ ^  on  trouvera  -r—  =  P,,  pourvu  que  les  re- 
lations (3)  el(4)aient]ieu.  En  effet,  de  (5)  on  tire  pour  i<i  n 


du  _  du^    ^     r  "dVa 

dxi        àxi  ~^  J ^       àxi        "' 

ce  que  l'on  peut  écrire 

dxi  "~  dxi  '  ^  ~^  Ju       \       ^^"'  "^  ^^/ / 

PJ  désignant  la  valeur  de  P/  pour  Xn  =  ci,  ou,  en  vertu  de  (3), 


âxi        dxi  '  ' 

1  ^  .  du  T^  •    àu^  T-in         y      ^    ^    j- 

on   aura   donc   bien  -—  =  P/,    si  -—  =  P,-,    c  est-a-dire  si 

dxi  '         dxi  '■  ' 

V\dx,-\-...+  ¥%_,dXn-x 

est  la  différentielle  d'une  fonction  de  x^^  x^,  .  .  • ,  Xn-\  • 

c.  Q.  F.  D.  (  ^) 

(*)  Cette  proposition  résulte  aussi  de  la  formule  de  Jacobi 

à%        ^        ^  =  o 
ôx^         âx-         dx  ' 
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III.  —  Application. 
Considérons  l'expression 

cette  expression  est  intégrable,  car  on  a 

dy  dx 

dz  dx  dz  dy 

L'intégrale  de  cette  différentielle  est 

Xi ^z\dx —   /     —\  dy -{-    \     Xq  dz -^  consi. 


ou 


{x  —  Xq){-  +Z  )+  — 

\y      I     y 

ou  enfin 


X  C\  ,  , 

—  -4- a7o(-s  — '^o)-Hconst. 

y^ 


x\ h  z  1  +  const., 

\y 

résultat  facile  à  vérifier  par  différentiation. 

IV.  —  L'intégration  d'une  différentielle  exacte  se  ramène 
à  une  seule  quadrature. 

L'intégrale  de  l'expression  différentielle  exacte 
du  =  Pi<ia7i-h  Vcidx^-v- . . .+  V  ndxa 

qui  montre  que,  si  Q^.j.  et  Q.^  sont  nuls,  on  a 

Q;y  est  donc  indépendant  de  x^,  s'il  est  nul  pour  x^  —  x\^  il  sera  donc  iden- 
tiquement nul. 
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s'est  présentée  à  nous  sous  la  forme 

(i)  w=:    r     Pidxi-i-   f     Po^a72+   /       Pl^  dx 


\       Pi ^^1-4-   /       P\dx^-^   /       P^o 


P^  désignant  ce  que  devient  Po  pour  x^-=^x\\  Pîj"  ce  que 
devient  P3  pour  ^^  =  jcj,  ^2  ==  ^2  î  •  •  •  •  Mais  il  est  clair  que, 
si  l'on  avait  P^^o,  P!J*^z=o,   .  .  .,  on  aurait  à  effectuer  la 

seule  intégration    /      P^c/^,;  or  (quoique  cela  ne  soit  pas 

'^x\ 

toujours  avantageux,  hâtons-nous  de  le  dire)  on  peut  toujours 
faire  en  sorte  qu'il  en  soit  ainsi,  au  moyen  d'un  changement 
de  variable.  Posons  en  effet 


(^) 


Xy  =  ai  4-(^—  to)oi  (ai,  cto.,  .  ..,  a„_i,  t), 
X2  =  a^  -^(t  —  ^o)'f2  («1,  «2,  .  ..,  a„_i,  t), 
5 

^ri=  ««  +  ('  — ^o)'f/i(ai,  «2,    •••,  «/i-l,  0) 


rtj,  «2?  '  '  '1  (^^/i  et  to  désignant  des  constantes  arbitraires  et 
^,  a,,  ao,  ...,  y-n-i  de  nouvelles  variables,  C5,,  Oo,  ...  des 
fonctions  quelconques  assujetties  à  rester  finies,  ainsi  que 
leurs  dérivées,  pour  t=^to  et  pour  toutes  les  valeurs  de  t 
comprises  entre  ^0  et  la  valeur  de  t  que  nous  choisirons  pour 
la  limite  de  nos  intégrations  subséquentes.  Nous  aurons 


àxi             ÔXi                           dxi      j 
dxi  =  —r  dt-{-  ~-  d%i-^..  .-h-  -, •  <ia„_i 


et,  par  suite, 


mais,  pour  t  =  tr,.  -—^  est  nul,  car  — -^  =  (i  —  ^n)  — ^;  donc. 
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pour  ^=  ^0,  les  coefficients  de  <ia,^  <ia2,  . . .  sont  nuls  dans 
la  nouvelle  expression  de  du^  et  l'on  a  simplement 

ce  que  l'on  peut  écrire,  sous  une  forme  abrégée, 

en  sous-entendant  que  les  x  sont  exprimés  en  fonction  des  a 
et  de  t.  La  valeur  de  u  en  x^,  x.^-,  .  .  . ,  ^«  s'obtiendra  en  y 
remplaçant  a,,  a2,  ...,  ^n~\  et  t  par  leurs  valeurs  tirées 
de (2)/ 

Si  ce  mode  d'intégration  par  un  changement  variable  n'est 
pas  toujours  avantageux,  il  met  en  lumière  un  fait  impor- 
tant, c'est  que  : 

Si  V expression  P<  dx^  +. .  .4-  Vndxn  est  une  différen- 
tielle exacte,  l'intégrale 

ne  dépendra  que  des  valeurs  de  x^^  X2-,  ••.,  x,i  pour 
t=:  tQ  et  t  =  ti  et  nullement  de  la  forme  des  fonctions  de  t 
que  l'on  mettra  à  la  place  de  x^^  x^-,  .  .  . ,  Xn- 

Ce  théorème  est  cependant  soumis  à  de  nombreuses  excep- 
tions. On  conçoit  en  effet  que  l'intégrale  de 

puisse  être  une  fonction   susceptible  de   plusieurs    valeurs 

comme  arctang  t  par  exemple,  bien  que  sa  différentielle ^ 

n'en  ait  qu'une  seule.  La  forme  des  fonctions  cd  pourrait  alors 
évidemment  influer  sur  le  résultat.  Tout  à  l'heure  nous 
éclaircirons  ces  notions  par  quelques  exemples  tirés  de  la 
Géométrie.  Démontrons  d'abord  que,  réciproquement  : 
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Si  Vexpj^ession 


(3)  u=  (Pi<i;ri+ P2<i^2  +  - ..+ P/iû?:p„) 

ne  dépend  que  des  valeurs  de  x^^  x^i,  .  .  .  ^  Xn  pour  t  ^=^  Iq 
et  t^=.t^  et  nullement  des  fonctions  de  t  mises  à  la  place 
de  Xi,  X.2,  .  .  -,  x,t^  l'expression  V^dx^-]-.  .  .-{-Vndxn  est 
une  différentielle  exacte. 

En  effet,  tout  changement  de  forme  dans  une  fonction  x 
de  t  peut  être  censé  opéré  au  moyen  de  la  variation  d'un 
paramètre  a;  si,  en  effet,  l'on  considère  l'expression 

a  —  an       ,    ,         ai  —  a    .  ,    , 


ai  —  ao  ai  —  ao 

on  voit  qu'elle  se  réduira  à  '^(^)  pour  a  =  ai  et  à  ^];(^)  pour 
a  =  ao.  Ceci  posé,  imaginons  que,  en  faisant  varier  un  para- 
mètre a,  on  change  la  forme  des  fonctions  x  qui  entrent  sous 

le  signe   /  dans  la  formule  (3),  on  aura,  en  désignant  par  un  o 

les  différentielles  prises  en  faisant  varier  a  et  en  laissant  t 
constant, 

l'intégration  par  parties  donne 

OU  bien,  en  observant  que  tXi  est  nul  pour  ^=  ^q  et  ^  =  t^ 
si  l'on  veut  que  ^i,  Xo,  ...  ne  subissent  pas  de  variations 
pour  ^  =  ^0  et  ^=  ^1 

ÙU=     f    '  {\oPidXi-\dPiOXi\ 

ou  enfin 

^" = X  '  (n  î5'  ''""  ''''  -  2  S  ''"'  °"' 
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OU  encolle 


^'-.cm-W'" 


mais,  si  l'on  veut  que  ou  =  o,  quelle  que  soit  la  forme  des 
fonctions  xi,  c'est-à-dire  quels  que  soient  les  8^/  et  les  Xi, 
ou  quels  que  soient  les  dxi  et  les  8^y,  il  faudra  que  les  coef- 
ficients des  ùXjdxi  soient  nuls,  sans  quoi,  s'ils  étaient  diffé- 
rents de  zéro  en  prenant  les  ùXj  dxi  de  mêmes  signes  que 
leurs  coefficients,  on  rendrait  Za  positif.  Donc  enfin  on  doit 
avoir 

èxj        dxi 

pour  l'invariabilité  de  la  fonction  u^  ce  qui  démontre  le 
théorème  énoncé. 


V.  _  Application  de  la  méthode  précédente. 

i"  Proposons-nous  d'intégrer  avec  une  seule  quadrature 

l'expression 

du  =  xy  dz-^  yz  dx  -i-  xz  dy. 

Si  l'on  observe  que,  pour  ;s  =  o,  les  coefficients  de  dx  et 
dy  sont  nuls,  on  aura 

Il  =   I     xy  dz  =  xyz  -+-  const. 

La  différentiation  de  xyz  montre  que  l'expression  donnée 
était  bien  une  différentielle  exacte. 
2°  Intégrons  encore 

{2xy  -^  z^)dx  -\-  (izy  -}-  x'^)dy  +  (izx  -{- y^)dz. 

On  vérifie  facilement  que  les  conditions  d'intégrabilité  sont 
satisfaites.  Posons 

(l)  yr=CLX,  Z^   [BO,-, 

dy  =  OL  dx -{- X  doL,         dz  =  ^  dx -^  x  d% 
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nous  aurons,  pour  l'expression  de  l'intégrale  cherchée, 


ou 

(an-  p2_|_a2p)^3_^const. 

En  remplaçant  alors  a  et  ^  par  leurs  valeurs  tirées  de  (i),  on  a 

/y         z^  y'^    z\ 

—  H :;  +  ^>  -  ^"3  +  const. 

\  X  X^  X^    X  ) 

ou 

x'^y  -~  z'*- X  -^  y'^ z  -\-  const . 

et  l'on  vérifie  facilement  que  cette  expression  a  pour  différen- 
tielle l'expression  donnée. 

VI.  —  Intégration  d'une  fonction  le  long  d'une  ligne.  —  Théorème 

de  Cauchy. 

Considérons  une  expression  de  la  forme 

Vdx-v-^ldy, 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  quelconques 
de  :r  et  de  y;  supposons  que  dans  cette  expression  on  fasse 


r( 


's-îf!-' 


OU  simplement 

Ç\vdx-^Çldy) 

sera  ce  que  l'on  appelle  l'intégrale  de  P<i^  +  Q  (iy  prise  le 
long  de  la  courbe  dont  les  équations  sont 

entre  les  points  'f  (^o),  't^(^o)  et  'f  (^j),  ^(^i)- 

Rien  n'empêche  d'ailleurs  de  supposer  ^  =  .r,  et  c'est  ce  que 
l'on  fait  souvent. 

L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  i^ 
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Pour    éclaircir    ces    notions,    proposons-nous    d'intégrer 

l'expression 

X  dy  —  y  dx 

'x^y'^ 

tout  le  long  d'un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  un.  Les  équations  de  ce  cercle  sont 


X  =  cos^,         JK  =  sin^ 

demande 
direct  (^), 


l'intégrale  demandée  sera   donc,   en  tournant  dans  le  sens 


2Tt 

dt 

0 


f 


On  aurait  aussi  pu  poser  j/  =  y/i  —  ^^7  on  aurait  eu 


t   /       f     ,  —  J  i  —  x'^\dx  —  1  j 


dx 


En  vertu  de  la  remarque  faite  au  paragraphe  précédent, 
on  pourra  dire  que,  si  Vdx-\-Q_dy  est  une  différentielle 
exacte,  son  intégrale  prise  entre  deux  points  fixes  ne  variera 
pas,  en  général,  avec  la  forme  du  contour  d'intégration.  Mais 
il  importe  de  donner  une  démonstration  rigoureuse  de  cette 
proposition  et  de  préciser  les  cas  dans  lesquels  elle  tombe  en 
défaut. 

Soit 

u=   f  {Vdx-\-Qdy) 


l'intégrale  de  la  différentielle  P  dx  -\-  Q^dy,  prise  entre  deux 
points  fixes  le  long  d'un  certain  contour;  supposons  que  l'on 
fasse  varier  infiniment  peu  le  contour  d'intégration  sans 
changer  les  extrémités,  c'est-à-dire  les  limites  ^0  et  t,  on 
peut  toujours  supposer,  comme  on  l'a  déjà  expliqué,  que 
le  changement  de  forme  produit  dans  le  contour  d'intégra- 
tion, et  qui  provient  du  changement  de  forme  des  fonctions  x 

{')  Celui  dans  lequel  on  compte  les  angles  positifs  en  Trigonométrie. 
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et  y  de  t,  vient  de  ce  que  l'on  a  fait  varier  infiniment  peu  un 
paramètre  a  contenu  dans  x  et  dansjK,  paramètre  indépendant 
de  ^;  la  variation  subie  par  w,  et  que  nous  appellerons  ow,  est 
alors  la  différentielle  de  u  relative  à  ce  paramètre,  et  l'on  a 

■^ (S  ^-^ ^  §  ^y) ''y  +  P2  ''^  -  Q2  '<r] 

OU,  en  intégrant  par  parties, 

mais  ^x  et  Zy  sont  nuls  aux  limites,  et  par  hypothèse  ^  est 
égal  à  -—  :  donc  ùu  est  nul.  Seulement,  pour  que  cette  con- 
clusion soit  juste,  il  faut  que  ni  P  ni  Q  ni  leurs  dérivées  ne 
deviennent  infinies  ou  mal  déterminées  sous  le  signe  /, 
c'est-à-dire  dans  le  voisinage  du  contour  d'intégration. 

8m  étant  nul,  u  reste  constant;  mais  il  ne  reste  constant 
que  si  le  contour  d'intégration,  en  se  déformant,  ne  passe 
jamais  par  un  point  {x,  y)  rendant  infinies  ou  mal  détermi- 
nées les  fonctions  P,  Q  ou  leurs  dérivées.  Donc  : 

U  intégrale  d'une  différentielle  exacte  Vdx  +  ^dy 
prise  entre  des  limites  données,  le  long  de  deux  chemins 
différents,  prend  des  valeurs  égales,  pourvu  que  Von 
puisse  en  déformant  le  premier  chemin  le  faire  coïncider 
avec  le  second  sans  lui  faire  franchir  de  points  pour 
lesquels  P,  Q  ou  leurs  dérivées  cesseraient  d' être  finies  et 
bien  déterminées . 

Par  exemple,  deux  chemins  formant  un  contour  fermé, 
limitant  une  aire  non  trouée,   à  l'intérieur  de  laquelle  les 
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fonctions  P  et  Q  ou  leurs  dérivées  ne  deviennent  ni  infinies 
ni  mal  déterminées,  fournissent  la  même  valeur  de  l'inté- 
grale Il  de  Vdx  H-  Q^dy. 

On  déduit  de  là  un  théorème  important  de  Cauchy,  qui  sert 
de  base  à  la  théorie  générale  des  fonctions  :  supposons  que 
f[z)  =  X  -1-  Y  ^ —  I  soit  une  fonction  de  ^  =  ^  -\- y  \J —  i , 
ayant  une  dérivée  unique;  alors  on  a,  comme  on  l'a  vu 
(t,  I,  p.  i85), 

dX  _dY  ^  _  _  C'Y 

d.T         <)y  ùy  dx 

et  les  expressions 

t/(^  =  X dy  -^Y  dx,         da  —  Xdx  —  Y dy 

sont  des  différentielles  exactes  ;  il  en  est  de  même  de 

du  -f-  dç  /^  =  {Xdy  -v-Ydx)  ^^-^{Xdx  —  Ydy) 
=  (X  +  Y  s/^){dx  +  dy  v^=7), 

c'est-à-dire  de  f{z)dz.  Ainsi  f{z)dz  est  une  différentielh^ 
exacte;  donc  : 

Théorème  de  Gauchy.  — L'intégrale  de  la  différentielle 
f{z)dz  prise  entre  deux  points  fixes,  le  long  de  deux  con- 
tours quelconques  passant  par  ces  points,  a  la  même  va- 
leur, pourvu  que  l'on  puisse  passer  d'un  contour  à  Vautre 
en  le  déformant  d'une  manière  continue,  sans  lui  faire 
franchir  de  point  pour  lequel  f{z)  ou  f'{z)  cesseraient 
d'être  bien  déterminées  ou  finies. 

Nous  ferons  encore  une  remarque,  avant  d'abandonner  ce 
sujet  :  on  sait  qu'un  grand  nombre  de  fonctions  de  variables 
imaginaires  X  +  Yy^— i  de  x -^ y  sj — i  ont  une  dérivée 
unique.  Chacune  de  ces  fonctions  fournit  alors  deux  diffé- 
rentielles exactes  J^dx  —  Ydy  el^dy  ^Y  dx. 

Prenons, par  exemple, la  fonction  ]og^  =  log(^-l-jKv  —  '); 
elle  est  égale  à 

Iogv/a72+j>/2  4_  arc  tang—  y/ — i. 
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Ces  expressions 

log/.r2  4-^2  dj;  —  apc  tang—  dy  =  du, 
log/^-  4- j-2  dy-{-  arc  tang—  dx  =  di^ 


sont  donc  des  différentielles  exactes,  ce  que  l'on  peut  véri- 
fier directement.  Log^  est  la  dérivée  de  zlogz  —  z  ou  de 

[X  -\-y\il—  i)(logv  .r--|-jK--t-arc  tang- ^  y/ — t  —  i)  ou  de 


xXo^sJ X-  -^ y^  —^  arc  tang—  —  x 

+  /—  I  \  y\o^\J x'^  -^  y''-  -^  X  dixç,  tang—  —y  i , 


qui  est  u  -^  v  y  —  i  ;  on  a  donc 
</(  .r  logv/a72-f-j2_^ai,c|.angZ  _^  j  =  ]og  \l  x''- -\- y''-  dx  —  arc  tang^  dy, 

\  X  J  X 

//(jKlog/^M^^H-^  arc  tang—  —y  \  —  ]ogv/^2_^_j^2^/^4_  aj-ctang— (^j?, 
ce  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

VII.  —  Interprétation  géométrique  des  conditions  d'intégrabilité. 

Pour  que  l'expression 
(i)  Vdx-\-Çldy  ^Kdz 

soit  une  différentielle  exacte,  il  faut  que  l'on  ait 

dV^_dQ^  d(l_dK         ,dK_d^ 

dy        âx'  dz  ~'  dy^         dx  ~  dz 

Or,  si  nous  regardons  dx^  dy^  dz  comme  les  composantes 
du  déplacement  d'un  point,  V  dx  ^  Ç^dy  ^Vy.dz  sera  pro- 
portionnel au  cosinus  de  l'angle  des  directions  P,  Q,  R  et  6/^, 
dy^  dz^  de  sorte  que,  si 

(3)  Vdx-^<^dy-^V,dz^o, 
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ces  deux  directions  seront  rectangulaires.  Soit 

l'intégrale  de  Vdx  -\-  Q^  dy  -i-  K dz  ;  si  l'on  égale  la  fonction  o 
à  une  constante,  on  obtiendra  une  famille  de  surfaces  qui 
pourra  aussi  être  représentée  par  (3),  et  alors  ces  surfaces 
seront  normales  aux  directions  P,  Q,  R. 

Les  équations  (2)  expriment  donc  qu'il  existe  une  surface 
normale,  ou  plutôt  une  famille  de  surfaces  normales  aux 
directions  P,  Q,  R  menées  par  les  points  ^,  y,  z. 

Il  n'existe  pas  toujours  une  surface  normale  à  un  faisceau 
de  droites,  telles  qu'il  en  passe  une  par  chaque  point  de 
l'espace  ;  cherchons  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  Soient 

(4)  X  =  X(i-^ap,         y  =yQ-]-  bp,         z=^Zo-^cp 

les  équations  d'un  faisceau  de  droites;  on  peut  supposer  que 
les  points  Xq,  yo,  Zq  soient  situés  sur  une  surface,  et  de  ces 
points  alors  émaneront  les  droites  du  faisceau  ;  a,  b^  c  seront 
leurs  cosinus  directeurs  et  p  sera  la  distance  du  point  (^,jk,  z) 
au  point  (^0,  Jo?  ^o)- 

S'il  existe  une  surface  normale  au  faisceau,  on  aura,  en 
supposant  que  (.r,  y,  z)  soit  un  point  de  la  surface, 

(5)  adx -{- bdy -\- cdz  :=  o. 

Or  de  (4)  on  tire 

dx  =  dxo  -r-  adp  -i-  pda, 

dy  =  dyo  -\-  bdp  -\-  p  db^ 

dz  =  dzQ  -+■  cdp  -i-  pdc  ; 

portant  ces  valeurs  dans  (5),  on  a 

(6)  adxo-{- bdyo-i- cdzQ-h  dp  =  o; 
en  observant  que 

a^ -\- b^ -h  c^  —  i         et  que         ada -h  bdb -\- cdc  =  o, 
de  (6)  on  déduit 

(7)  — dp  =  adxo-i-  bdfo-hcdzo, 
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pour  déterminer  p  ;  mais  dx^-,  dy^^  dzQ  étant  arbitraires,  pour 
que  la  fonction  p  existe,  il  faut  que  le  second  membre  de 
l'expression  précédente  soit  une  différentielle  exacte;  donc  il 

faut  que 

da   _   db  db   ^    de  de   _   da 

Si  ces  formules  sont  identiques,  l'équation  (^)  fera  connaître 
p  et  les  équations  (4)  détermineront  les  x,  y  et  z  d'un  point 
([uelconque  de  la  surface,  qui  contiendra  dans  son  équation 
une  constante  arbitraire. 


VIII.  —  Conditions  pour  qu'une  expression  soit  une  dérivée. 
Supposons  que  l'on  donne  une  expression  de  la  forme 

y  désignant  une  fonction  de  x  et  y' ,  y^  .  .  .  ses  dérivées;  on 
peut  se  demander  si  l'expression  précédente  peut  être  la  dé- 
rivée d'une  autre  expression,  telle  que 

f(^,  y,  y,  y",  ■  •'), 

de  forme  donnée,  quel  que  soit  jk-  Je  m'explique  : 

^yy  est  la  dérivée  de  y-,  quelle  que  soit  la  fonction  y  : 
y^j  par  exemple,  est  bien  la  dérivée  d'une  fonction  dex, 
mais  cette  fonction  dépend  de  la  forme  dey  et  il  n'existe  pas 
de  fonction  de  ^  etj^  qui,  différentiée,  donne  y-,  quel  que 
soit  j-,  la  dérivée  de  ^(x,  y)  ne  pouvant  contenir  y'  au 
second  degré. 

Si  la  fonction  F  est  la  dérivée  d'une  fonction/  de  forme 
donnée,  on  devra  avoir 


f{^,y,y', 


et,  si  l'on  se  donne  y^  y',  y",  .  .  .  pour  x  =  Xoetx  =  Xf,  l'in- 
tégrale qui  ligure  dans  cette  formule  devra  rester  la  même, 
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quelle  que  soit  d'ailleurs  la  forme  de  la  fonction  y;  faisons 
donc  varier  la  fonction  y,  et  cela,  comme  plus  haut  (p.  207), 
en  imaginant  que  cette  fonction  contienne  des  paramètres 

variables  a,  yJ En  convenant  de  représenter  par  un  S  les 

différentielles  totales  prises  par  rapport  à  a,  cl'.  .  .  .  et  laissant 
x  constant,  on  aura 

'      Fdx  =   j      oF  dx, 
et,  en  posant 

—  =X  -=Y         —  =Y', 

dx  '  o[/  '         dy' 

il  viendra 

8  Ç   '¥dx=   f   \Yoy-^Y'oy-^Y"^y'-\-...)dx. 

Or  on  a 

^x,  i^i  ^x,  jY' 

I      Y'oydx=        Y'8j—   /  Bydx, 

X(l  I  y,  I   y.  Xq 


la  formule  précédente  devient  alors,  en  observant  que  oy, 
^y,  .  .  .  sont  nuls  pour  x  =  Xq  el  x  =  x^, 

Fdx  doitêtre  nul  :  donc  le  coefficient  de  ùy  sous  le 

signe  /  doit  être  nul,  sans  quoi,  8/  étant  arbitraire,  on  pour- 
rait le  choisir  de  même  signe  que  son  coefficient  et  l'intégrale 
du  second  membre  serait  essentiellement  positive.  La  condi- 
tion cherchée  est  donc 

,,       dY'       d-^Y"       d^Y'" 


Or  8  r 

'^  rr.. 


INTÉGRALES    DES    DIFFÉRENTIELLES    TOTALES.  217 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

et  cette  formule  doit  être  une  identité,  c'est-à-dire  avoir  lieu 
quel  que  soit  y  et,  par  suite,  quels  que  soient  jk,  y\  y" ,  .  .  . 
pour  toute  valeur  donnée  de  x. 

Réciproquement,  lorsque  l'équation  (i)  est  satisfaite,  il 
existe  une  fonction  f{x,  y^  y\  .  .  .)  ayant  pour  dérivée 
¥{x,  y,  y\  .  .  .),  quelle  que  soit  la  forme  de  y.  En  effet, 
l'expression 


¥  dx 


ne  dépendant  absolument  que  des  valeurs  y,  y',  y" ^  .  .  .  pour 
x=^x^  et  ^  =  ^07  sa  dérivée  relative  hx^  seYdi¥{y^^y\ ,  r"^ ,  . . .) 
en  appelant  j/") ,  r, ,..  .  les  valeurs  de  r,  r',  .  .  .  pour  ^  =  ^4. 
Gela  revient  bien  à  dire  que  la  dérivée  de  l'intégrale  est  F, 
quelle  que  soit  la  forme  de  y. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire  de  nouveaux  calculs,  on 
voit  que,  y,  z^  ...  désignant  des  fonctions  de  x,  y' ^  y" ^  .  .  . 
et  z' ,  z\  .  .  .  leurs  dérivées,  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  F(^,  r,  3,  .  .  . ,  )',  -•',  .  .  . ,  y'',  z" ,  .  .  .)  soit 
la  dérivée  d'une  expressiony'(;r,  ),  r',  ...,:;,  3',  .  .  .  ),  quelles 
que  soient  les  formes  de  j-,  ,3,  .  .  . ,  est  que  l'on  ait 

Y-^'^-^'_      -  Z-^-       ^'^"-       -o 

dx    '     dx""-        •  '  •  -^    '  ^^         ^^2 

formules  dans  lesquelles  on  a  posé 

ây  dy 

dF  „,       ^1 


r,        àF  „,       ^F 


IX.  —  Intégration. 

On  déduit  du  calcul  des  variations  une  méthode  fort  simple 
pour  la  recherche  de  la  fonction  qui  a  pour  dérivée 

F{x,y,y,...), 
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quand  on  a  reconnu  que  cette  fonction  existe;  nous  l'expo- 
serons plus  loin.  En  attendant,  nous  ferons  connaître  deux 
autres  méthodes  :  l'une,  due  à  M.  Bertrand  (XXVIIP  Cahier 
du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique),  permet  de  recon- 
naître si  une  fonction  est  intégrable;  nous  allons  l'exposer 
tout  d'abord. 

Soit  à  intégrer  l'expression  déjà  considérée 

soit 

son  intégrale.  Si  elle  existe,  on  devra  avoir 

Cette  formule  montre  que  F  doit  contenir  jk"  au  premier 
degré;  si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  F  n'est  pas  inté- 
grable, quel  que  soit  y.  Supposons  donc  F  de  la  forme 
P  +•  Qjk",  P  et  Q  ne  contenant  pas  y" -^  alors 


et 

f^fqdyn-l^R^ 

R  désignant  une  fonction  de  x,  y^  y\  •  •  •  7  JK"~--  Soit 

J  (Idyn  ^  =  o{x,  y,y,  ...,7^-1), 


alors  on  a 

f=o{x,  y,  . 

.   )  +  R 

et,  en  différentiant, 

d^        „       dK 

.  -f-        ■       y"'  \- 
o»/"-!-^         dx 

Supprimant  les  termes  en  y'^  qui  se  détruisent,  il  vient 

d\\  _  ^cp         ào      ,  ào         ^ 

dx  ~      ~  âx~~  ây^  ~"'~   ôy"-^- -^       ' 
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et  l'on  est  ramené  à  l'intégration  d'une  fonction  -p  qui  ne 

contient  plus  la  dérivée  d'ordre  n\  elle  devra  être  linéaire 
en  j'""^  sinon  F  n'est  pas  intégrable,  quel  que  soit  y,  et 
ainsi  de  suite. 

Soit,  par  exemple,  à  intégrer 

on  a 


Différentiant  et  comparant  avec  l'expression  proposée,  on  a 

.,       ,        ,.  ,  „     ^R 

y\y-^ixy)-^iy"^=yy  -^  y-^ -^  y'^ -^ixy  y  +  --^, 

~      =0,         a  ou         R  =  const. 
dx 

et,  par  suite, 

y  =  yy  -^  xy"^  H-  const. 

est  l'intégrale  demandée,  comme  on  peut  le  vérifier. 

Voici  une  autre  méthode  qui  suppose  que  l'on  s'est  préala- 
blement assuré  que  l'expression  à  intégrer  est  une  dérivée, 
quel  que  soit  j/. 

Dans  l'expression  F[ûO,y^  y',  .  .  . ,  JK^"^]  on  remplace  y  par 
une  fonction  quelconque  de  x  contenant  n  paramètres  a^, 
<22,  .  .  .,  an]  on  intègre  alors  F  par  rapport  à  ;r  en  laissant 
af ,  <2o, . . .  constants  ;  des  équations 

y:=  c^(ai,   «2,    .  ..,   X), 

._d^  .,  _d^  „_i  ^  dr^2^ 

^  ~  dx'         ^  ~  dx^'  '"'         ^  ^^«-^' 

on  tire  <2i ,  ^o,  .  .  . ,  «„  en  fonction  de  ^,  y,  y',  •  •  •  ?  JK""^  5  on 
porte  les  valeurs  dans  le  résultat  de  l'intégration  et  l'on  a 
ainsi  la  fonction  dont  F  est  la  dérivée.  En  effet,  cette  fonc- 
tion ne  peut  dépendre  que  des  valeurs  de  y,  y' ^  y" -,   . . . 
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pour  X  z=  Xq  et  X  =  Xi',  si  donc  les  paramètres  a^,  02,  . .  . 
sont  assez  nombreux  pour  que  l'on  puisse  assigner  à  y^ 
y,  ...,  jk"~*  des  valeurs  déterminées  pour  x  =  Xi,  l'inté- 
grale trouvée  sera  l'intégrale  de  F,  quels  que  soient  «j ,  «2,  . . . , 
c'est-à-dire  quels  que  soient  ji^i  ^  y\,  .  .  . ,  ou  quels  que  soient 
y,  y,  ....  Si,  par  exemple,  on  veut  intégrer  la  fonction 
F  =:y(j^ -h  2^jkO+ 2jk'^î  on  fera,  y  :=  ax- ^  b;  on  aura 
alors  F  :=iSa^x-  -i~  2.ab,  dont  l'intégrale  est 

— ~—  a'^~  2abx-i-  const.  ; 

si  l'on  tire  a  et  b  de  y  =^  ax-  -\-b^  y'  ^^lax  pour  les  porter 
dans  cette  expression,  on  trouve  j)/;y'  -j-  xy-  +  const. 


X.  —  Condition  pour  qu'une  fonction  soit  une  dérivée 
d'ordre  supérieur  au  premier. 

Il  est  facile  de  trouver  la  condition  pour  qu'une  expression 
de  la  forme  F(x,  r,  1',  •  •  •)  soit  une  dérivée  seconde,  troi- 
sième, etc.,  quel  que  soit  j/". 

Par  exemple,  cherchons  la  condition  pour  que  F  soit  une 
dérivée  seconde,  on  a 

(i)  Ç  fv  dx'^  =  x  fpdx—  fccFdx; 

or  il  faut  que  F  soit  une  dérivée,  ce  qui  exige  d'abord  que 

(2)  Y-  —  -^^"-^ 

dx     '     dx'^ 

Cette  condition  étant  satisfaite,  il  faut  que,  en  vertu  de 
(i),    /  ^Ft/^  soit  une  dérivée;  donc 

OU,  si  l'on  veut, 

x\ r-^i  H-...  =  o, 

dx 
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OU  enfin,  en  tenant  compte  de  (2), 

Y'— 2  —j h..  .  =  0. 

ax 

Les  conditions  pour  que  F  soit  une  dérivée  troisième  s'ob- 
tiendront en  observant  que 

f  f  f^  dx^  =  ip2  Çy  dx  —  IX  jxF  dx-i-  I  x^-¥  dx, 

et  en  écrivant  que  F,  ^F  et  ^-F  sont  des  dérivées,  et  ainsi 
de  suite. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Constater  que 

e-^[{x  cosy  —  y  siny)dx  —  (jk  cosjk  -4-^  siny)<^j^] 

est  une  différentielle  exacte  et  trouver  la  fonction  dont  cette  expres- 
sion est  la  différentielle. 

(x'^  -i-  y^)  dx  -+-  xy  dy 
x^-^yx^-^y^x 

est  une  différentielle  exacte;  trouver  de  quelle  fonction. 

{x -\- yy  dx  ^  {x  —  yy  dy 
x'^-{-3x'^y —y^x-\- y'^ 

est  une  différentielle  exacte;  trouver  de  quelle  fonction. 

4.  L'expression 

dy{x-^x^)  —  dx(y  -f-  3x^y) 

devient  une  différentielle  exacte  quand  on  la  multiplie  par  une  cer- 
taine fonction  de  x]  trouver  cette  fonction. 

est  la  dérivée  d'une  fonction  dont  on   demande   l'expression   algé- 
brique. 

6.  Étant  donnée  une  famille  de  courbes 

o{x,  y,  z,  a,  b)  =  o,         ^{x,  y,  z,  a,  h)  =  o, 
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trouver  la  condition  pour  qu'il  existe  une  surface  normale  à  ce  fais- 
ceau de  courbes. 

7.  Les  expressions  suivantes  sont  des  différentielles  exactes;  on 
demande  de  les  intégrer  : 

il[(z^-—  xy)dx  -^  {x'^  —  yz)  dj  -\-  { y'^  —  xz)dz], 
9.[{y^^-xz)dx-^-{z^^~xy)dy-^{x^'-yz)dzl 
Q  désignant  la  quantité  définie  par  l'équation 

--  =  373 -h  j'S  _]_  ^3  —  Zxyz. 

8.  La  fonction  enûèrç^  f{x -^  iy -\- i^z)  étant  divisée  par  i^  —  i 
donne  un  reste  de  la  forme 


démontrer  que 


X-+-Yt-hZr2; 


li.dx-^Y  dz-{-Zdy, 

Hdz  -^Y  dy  -\-Z  dx, 
X  dy  -i-  Y  dx  -\-Zdz 

sont  des  différentielles  exactes  de  fonctions  P,  Q,  R.  Les  surfaces 
P  =  const.,  Q  =  const.,  R  =  const.  se  coupent  deux  à  deux  au  même 
point  sous  le  même  angle. 

9.  Le  lecteur  pourra  considérablement  étendre  le  domaine  de  la 
théorie  de  l'hyperespace;  il  pourra,  par  exemple,  faire  une  théorie 
des  contacts  et  de  la  courbure  pour  les  variétés  de  toutes  les  dimen- 
sions. 
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CHAPITRE  VI. 

INTÉGRALES  DÉFINIES  PRISES  ENTRE  DES  LIMITES  IMAGINAIRES 
ET  RÉSIDUS  DE  GAUGHY. 


I.  —   Fonctions   monogènes. 

Nous  avons  appelé  fonction  de  x  -{-y  y  —  i  toute  expres- 
sion de  la  forme  X  +  Y  y  —  i ,  dans  laquelle  X  et  Y  désignent 
des  fonctions  réelles  de  ^  et  dejr  (t.  I,  p.  6);  nous  avons  vu 
que  toutes  les  fonctions  de  x -[- y  \j — i  n'ont  pas  une  dé- 
rivée bien  déterminée.  En  effet,  la  dérivée  de  X  +  Y  y/ —  i 
est  la  valeur  du  rapport 

c?X -+- «3?Y  v/— I  _àx  o>jK  V^'^  ^y       I 

dx  -h  dy  \J —  I  dx  H-  dy  y/ —  i 

qui  dépend  en  général  de  la  valeur  arbitraire  de  -,- ?  et,  pour 
que  cette  dérivée  en  soit  indépendante,  il  faut  et  il  suffît  que 

dx    '  ôx         J j  \dy  <^y  ]'' 

équation  qui  revient  aux  deux  suivantes  que  nous  avons  déjà 
trouvées  (t.  I,  p.  i86) 

d'Y.  _dX  d\  _       dX 

dx         dy  dy  dx 

Lorsque  ces  conditions  (i)  sont  identiquement  satisfaites,  on 

dit  avec  Gauchy  que  la  fonction  X  +  Y  y/—  i  est  mojiogène. 

Gomme  l'on  ne  considère  guère  que  des  fonctions  mono- 
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gènes,  on  sous-entend  le  plus  souvent  cette  épithète;  dans 
ce  qui  va  suivre,  nous  ne  considérerons  jamais  que  des  fonc- 
tions monogènes. 

Rappelons  que  les  équations  (i)  expriment  que 

Hdx  —  ^dy     et     Xdy  -\~Y  dx 

sont  des  difTérentielles  exactes;  il  en  résulte  que 

^dx  ~X  dy  -^^r-  \J^'v{:Ldy  -\-\  dx) 
OU 

(X  +  Y  v/3T)(^;r  H-  dy  /=^) 

est  aussi  une  différentielle  exacte,  et  de  là  découle  un  théo- 
rème important  de  Gauchy  démontré  plus  haut  et  dont  nous 
ferons  une  application  continuelle  dans  ce  Chapitre,  après  en 
avoir  donné  une  nouvelle  démonstration. 

Pour  comprendre  les  théories  que  nous  allons  exposer,  il 
est  nécessaire  de  bien  se  pénétrer  des  notions  exposées  dans 
les  premiers  paragraphes  du  Chapitre  VIII  (t.  1)  et  aux 
pages  6,  7  et  8  de  l'Introduction  que  nous  n'avons  fait  que 
résumer  dans  les  lignes  que  l'on  vient  de  lire. 

II.  —  Fonctions  monodromes. 

Une  fonction  est  dite  monodrome,  à  l'intérieur  d'une 
aire  C,  lorsque,  sa  variable  cheminant  d'une  manière  quel- 
conque à  l'intérieur  de  cette  aire,  la  fonction  reprend  con- 
stamment les  mêmes  valeurs  aux  mêmes  points. 

Une  fonction  à  la  fois  monodrome,  monogène,  finie  et 
continue  à  l'intérieur  d'une  aire  C,  est  dite  synectique  (^)  à 
l'intérieur  de  cette  aire  (Cauchy). 

Une  fonction  bien  définie,  c'est-à-dire  qui  n'a  jamais 
qu'une  seule  valeur  pour  une  même  valeur  de  sa  variable, 
telle   qu\in  polynôme  entier,  est  évidemment  monodrome 

C  )  On  dit  quelquefois  holomorphe  au  lieu  de  synectique.  Nous  ne  voyons 
pas  pourquoi  Ton  changerait  les  dénominations  de  Cauchy. 
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dans  toute  l'étendue  du  plan;  mais,  pour  mieux  faire  saisir 
le  sens  que  nous  attachons  au  mot  monodroine,  nous  allons 
donner  quelques  exemples  de  fonctions  simples  non  mono- 
Jromes. 

III.  —  Exemples  des  fonctions  non  monodromes. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  log^  ou,  en  posant 

z:^  X  -\- y  y  —  I  =  re^v/  <,  la  fonction 

log^  — -  logr  -h  6  \J —  I. 

lille  n'est  pas  monodrome  à  l'intérieur  d'un  cercle,  décrit  de 
l'origine  comme  centre;  et,  en  effet,  faisons  parcourir  au 
point  ^+JKv' — I  =  re^^^~*  une  circonférence  de  rayon  r, 
on  aura  toujours  log^  =  logr  -|-  9  \' ■ —  i  ;  logr  restera  con- 
stant, mais  9  ira  toujours  en  croissant  si,  par  exemple,  le 
points  décrit  le  cercle  dans  le  sens  où  l'on  compte  les  angles 
en  Trigonométrie;  quand  le  point  z  aura  décrit  la  circonfé- 
rence tout  entière,  9  aura  crû  de  27:,  et,  le  point  z  revenu  au 
point  de  départ,  log^  aura  crû  de  2-  y/—  i  :  log^  ne  reprendra 
donc  pas  toujours  aux  mêmes  points  la  même  valeur;  log^ 
n'est  pas  monodrome  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  conte- 
nant l'origine. 

Argument  de  z  —  a.  —  Considérons  l'argument  de  la  fonc- 
tion linéaire  z  —  a,  a  désignant  une  constante,  comme  une 
fonction  de  z^  et  proposons-nous  de  déterminer  les  régions 
du  plan  dans  lesquelles  elle  est  monodrome,  et  dans  lesquelles 
elle  ne  l'est  pas.  Marquons  les  points  a  et  ^;  la  droite  <2^  repré- 
sentera l'imaginaire  z  —  a,  sa  longueur  (t.  I,  p.  '^)  sera  le 
module  de  z  —  a,  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  O^  sera  l'ar- 
gument de  z  —  a.  Le  module  de  z  —  «,  considéré  comme 
fonction  de  z  —  a,  reprend  donc  toujours  la  même  valeur 
quand  z  occupe  le  même  point  du  plan,  puisqu'il  est  bien 
défini  quand  on  se  donne  a  et  z.  L'argument  de  z  —  a,  au 
contraire,  n'est  pas  bien  défini,  quand  on  se  donne  simple- 
L.  —  Traité  d^ Analyse,  III.  i5 
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ment  le  point  z  et  le  point  a;  il  n'est  défini  qu'à  un  multiple 
de  2  7r  près. 

i"^  Supposons  d'abord  {/Ig.   i3)  que  le  point  z  décrive  le 

Fig.  i3. 


contour  d'une  aireMM'IN,  ne  contenant  pas  dans  son  inté- 
rieur le  point  a  ou  même  une  courbe  quelconque  contenue 
dans  cette  aire,  l'angle  que  fait  az  avec  ox  va  aller  d'abord, 
soit  en  croissant,  soit  en  décroissant;  il  pourra  subir  plu- 
sieurs alternatives  de  croissance  et  de  décroissance  (dont 
l'amplitude  pourra  même  dépasser  27r);  mais,  en  définitive, 
quand  le  point  z  reviendra  au  point  de  départ,  l'angle  que  az 
fait  avec  ox  ou  l'argument  de  ^  —  a  aura  repris  sa  valeur  pri- 
mitive; les  lignes  aMetaM'  déterminent  ses  valeurs  maxima 
et  minima. 

'2^  Supposons,  au  contraire  (Ji^g.  i4)>  q^^e  le  point  z  dé- 


crive un  contour  fermé  ABC,  contenant  dans  son  intérieur  le 
point  a,  il  est  bien ?clair  que,  si  le  point  z  clieniine  toujours 
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dans  le  même  sens,  la  droite  az  aura  décrit  un  angle  égal 
à  2 7û  quand  le  point  z  sera  revenu  au  point  de  départ.  L'argu- 
ment de  jj  —  a  aura  varié  de  itz. 

De  cette  discussion  on  peut  conclure  que,  si  le  point  z 
décrit  une  ligne  quelconque  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé 
ne  contenant  pas  le  point  a,  l'argument  de  z  —  a  reprendra 
toujours  aux  mêmes  points  la  même  valeur;  il  n'en  sera  pas 
de  même  si  le  point  a  est  contenu  dans  un  contour  fermé-, 
en  d'autres  termes  : 

U argument  de  z  —  a  variant  d'une  manière  continue 
est  monodrome  à  V intérieur  des  aires  ne  contenant  pas 
le  point  a\  il  n'est  pas  monodrome  à  l' intérieur  des  aires 
contenant  ce  point,  et  croît  en  général  de  'Az  itz  cjuand  le 
point  z  effectue  une  révolution  autour  du  point  a,  dans  le 
sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif.  (Nous  prenons  pour 
sens  positif  celui  dans  lequel  croissent  les  angles  en  Trigono- 
métrie; quand  un  point  décrit  un  contour  fermé,  le  sens  po- 
sitif est  celui  dans  lequel  l'observateur,  suivant  le  mouvement 
du  point,  aurait  l'aire  limitée  par  le  contour  à  sa  gauche.) 


Etude  de  la  fonction  \J{^z  ^  a){z  —  b)  ...  [z  —  /).  — 
Cette  fonction  n'étant  définie  qu'au  signe  près,  il  y  a  lieu 
d'examiner  si  elle  est  monodrome;  nous  supposerons  a, 
fe,   .  .  . ,  /  constants. 

Nous  avons 

mod\/(^  —  a){z  —  b ) .  .  .  ^  v^mod(^-  —  a)  >/moA{z  —  6  )  ...  ; 

par  conséquent,  comme,  dans  le  second  membre,  les  radicaux 
doivent  être  pris  avec  le  signe  +,  le  module  de  notre  fonc- 
tion reprend  toujours  aux  mêmes  points  z  la  même  valeur. 
On  a  aussi 


(i)     argv^^  —  a){z  —  b)...  ^- \  arg(^  —  a)  ^  {  arg(^  —  b) -i- . . .  ; 

supposons  que  le  point  z  reste  compris  à  l'intérieur  d'une 
aire  G.  Si  ce  contour  ne  contient  aucun  des  points  a^b^c^  .  .  . , 
chacun  des   arguments  }  ar8(^  —  <^)i  ^  ^rg''^  —  ^0'    -  '  '  •>   ^*'" 
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prendra  aux  mêmes  points  la  même  valeur;  donc  la  fonction 
considérée  est  monodrome  à  l'intérieur  de  l'aire  C,  puis- 
qu'elle possède  à  l'intérieur  de  cette  aire,  au  même  point, 
toujours  le  même  module  et  le  même  argument,  c'est-à-dire 
la  même  valeur. 

Si  l'aire  C  contient  un  des  points  a,  6,  c,  ...  seulement, 
le  point  a  par  exemple,  et  si  le  point  z  décrit  une  révolution 
autour  de  ce  point,  Targiiment  de  z  —  a  croît  de  ±  2t:,  et, 
en  vertu  de  (i),  l'argument  de  la  fonction  croît  de  zt  tc  suivant 
que  le  point  z  a  marché  dans  le  sens  direct  ou  indirect,  la 
fonction  revient  au  point  de  départ  avec  un  signe  opposé  à 
celui  qu'elle  avait  primitivement.  Donc  : 

La  fonction  n'  est  pas  monodrome  à  U  intérieur  des  aires 
contenant  Vun  des  points  a,  b^  c 

Si  l'aire  G  contenait  plusieurs  points  a,  b^  c,  .  .  ,  il  est 
clair  que  la  fonction  ne  serait  pas  monodrome  à  l'intérieur  de 
cette  aire  et  que,  d'une  manière  générale,  si  le  point  z  décrit 
un  contour  fermé  contenant  dans  son  intérieur  n  des  points 
a,  b,  c^  .  .  . ,  l'argument  de  la  fonction  croît  après  une  révo- 
lution du  point  z  de  la  quantité  ziz  nizet,  par  conséquent,  la 
fonction  revient  au  point  de  départ  avec  sa  valeur  primitive 
multipliée  par  ( — i)'^. 

'On  étudierait  d'une  façon  analogue  la  fonction 

v/(5--  a){z-^b)  .  .7, 

et  l'on  verrait  que,  quand  le  point  z  décrit  un  contour  fermé 
contenant  le  point  a  par  exemple,  la  fonction  se  trouve  mul- 

tipliée  ou  divisée  par  e    ^     .... 

IV.   —  Application  des  considérations  précédentes  à  la  fonction 
logarithmique. 

Bien  que  la  théorie  générale  des  fonctions  non  monodromes 
doive  être  faite  plus  loin,  nous  étudierons  encore  la  fonction 
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log(a  +  z),  laquelle  est  égale  à 

log  mod(a  +  ^)^-  /— i  arg(a  +  ^), 
Marquons  les  points  —  a  et  z  dans  le  plan  ;  la  droite  —  az 

Fig.  i5. 

y 


représentera  l'imaginaire  a  -f-  z  et,  en  appelant  /'  sa  longueur, 
8  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'angle  des  a:,  on  aura 

\og{a-x-  z)  --^=  logr  +  6  \/~i. 

Imaginons  alors  que  le  point  z  décrive  un  contour  fermé  ne 
contenant  pas  le  point  — <2,  tel  que  celui  qui  est  tracé  sur  la 
Jlg.  i5,  l'angle  B  variera  ainsi  que  r;  mais,  quand  z  re- 
viendra au  point  de  départ,  r  et  9  reprendront  leurs  valeurs 
primitives;  log(a-i-^)  est  donc  monodrome  à  l'intérieur  de 
ce  contour,  car  on  pourrait  dire  la  même  chose  de  tout  con- 
tour fermé  intérieur  à  celui-ci. 

Si,  au  contraire,  le  point  z  tourne  autour  de  —  a,  par 
exemple  décrit  un  cercle  autour  de  —  «,  l'argument  8  varie 
de  2-  ou  de  —  ait  suivant  le  sens  dans  lequel  z  tourne,  et, 
le  point  z  revenant  au  point  de  départ,  log  (a  -f-  ^)  a  crû  ou 
décru  de  ait  y/—  i .  Ainsi  la  fonction  log(«  -h  z)  est  mono- 
drome à  Uintérieur  de  toute  aire  ne  contenant  pas  le 
point  —  a,  et,  si  le  point  z  décrit  un  contour  fermé  conte- 
nant le  point  —  (2,  la  fonction  augmente  ou  diminue 
de  iizyj  —  I  c^uand  le  point  z  revient  au  point  de  départ, 
après  avoir  tourné  dans  le  sens  direct  ou  rétrograde. 

Ce  résultat  est  à  retenir;  nous  en  ferons  bientôt  usage. 
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V.  —  Intégrales  des  fonctions  imaginaires. 

Intégrer  une  expression,  telle  ^ne  f{x^y)dx  4-  F(^,  y)dy 
le  long- d'un  contour  donné,  entre  les  points  (^05  J^o)  et  (X,  Y), 
c'est  calculer  l'intégrale 

(I)  f    \f{x,y)dx+¥{x,y)dyl 

en  remplaçant  y  par  sa  valeur  en  fonction  de  x  tirée  de 
l'équation  du  contour.  Le  contour  peut  être  représenté  par 
deux  équations 

si  l'on  appelle  alors  ^0  et  T  les  valeurs  de  t  pour  x  :  Xq  et 
.r  r^  X,  l'intégrale  (i)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

Si,  en  particulier,  on  considère  la  fonction 

f{z)=f[x^y^'-\)  -  X  -  Y  v/~T, 

l'expression  (X  -j-  Y  \j —  i)[dx  +  dy  y —  i)  pourra  être  inté- 
grée le  long  d'un  contour  déterminé. 

Nous  appellerons  intégrale  def{z)dz  ou  de /"(s)  prise  le 
long  d'un  contour  donné  l'intégrale  de 

( X  -f-  Y  v/-~[ )  ( dx  ---  dy  /- -T) 

prise  le  long  de  ce  contour. 

Ainsi,  pour  avoir  l'intégrale  de  f{^)  entre  les  limites  ^0 
et  T  le  long  du  contour  qui  a  pour  équations 

on  formera  l'expression 


/(cp-:-^/-'l)[?'U)--/^'4^'(0]^^- 
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Pour  éclaircir  ces  notions,  nous  allons  traiter  quelques 
exemples  : 

i"  Intégrer  z"- dz  le  long  dhine  droite  de  longueur  i, 
issue  de  V origine  et  faisant  un  angle  de  45''  avec  l'axe 
des  X. 

On  a 

z"^  dz  =  {x  -\- y  y/—  if  {dx  +  dy  sj —  i). 

Les  équations  de  la  droite  sont 

2  -^  %    ' 

r  désignant  la  distance  à  l'origine  du  point  (^,  j),  on  aura 


donc 


dx  =  dr —         et         dy  =  dr^— 


z^dz=j{i-i-  /—  I  )'  dr  s/i  ; 


'intégrale  cherchée  sera 


2°  Intégrer  le  long  d'une  ellipse  ayant  pour  équation 


^  ■^-  bi  =  ' 


la  fonction  \J zdz. 

Les  équations  de  l'ellipse  sont,  si  l'on  veut, 

a7  =  acoscp,         y=6sinca; 
on  aura  donc 


yj z  dz  =■  sJ a  cos  cp  ■+•  \J —  i  6  sin  cp  (  6  cos  cp  y/—  i  —  a  sin  cp  )  <icp  ; 

quand  le  point  z  ou  (^,  y)  décrit  l'ellipse,  cp  varie  de  o  à  :> 
l'intégrale  cherchée  sera  donc 

r2Tr .  „_  

SJ  a  coscp  H-  sJ —  I  è  sincp(6  coscp  y/ —  i  —  a  sincp)c/cp. 
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3"  Intégrons  encore  dz  le  long  d'un  cercle  de  rayon  R 
décrit  de  V origine  comme  centre. 

Les  équations  de  ce  cercle  sont,  en  appelant  Q  l'angle  que 
fait  le  rayon  vecteur  du  point  décrivant  avec  l'axe  des  ^, 

a7  =  Rcos6,         j^  =  RsinO; 
on  a 

z  =x  -hy\/'^i:=  R(cose  -+- v/^sine)  =  Re^^^, 

Quand  le  point  z  décrit  le  cercle,  9  varie  de  o  à  27r  par 
exemple;  il  faut  donc  intégrer  entre  ces  limites,  et  l'intégrale 
cherchée  est 

^271  ,,271  _ 

/       R  /—  I  eSv^-1 6^6  =  R  v^—  I    /       eOv/-i^o  =  o. 

4"  Supposons  enfin  que  Von  demande  Vintégrale  de 
f(^z)dz  le  long  d'un  segment  de  Vaxe  des  x,  dont  les 
extrémités  ont  pour  abscisses  Xq  etlL. 

Ici  ^  =  ;r  et  ^  varie  de  ^o  à  X;  on  a  donc  dz  =  dx  et,  par 
suite,  l'intégrale  cherchée  est 


X 


X 

f{x)dx. 


L'intégrale  j    f{z)dz  de  f{z)  prise  entre  les  limites  z^ 

et  Z  le  long  d'un  contour  donné  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  V expression 

^1,  ^25  •  •  •?  ^ii-\  désignant  des  points  indéfiniment  rappro- 
chés sur  le  contour  et  situés  les  uns  à  la  suite  des  autres  ;  on 
s'en    assure    facilement   en  remplaçant  ^o?  ^i?   ^27    •••   P»^ 

•^0  +  j^o  V  —  I ,  ^1  +ri  y/—  '  >  -^2  -+- ^2  y/—  I ,  •  •  . . 
Il  est  clair  que,  si  l'on  a 

au-^hv  ^  cw  "...  =.f{z), 
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a,  b,  c^   ...   désignant  des  constantes,  on  aura  encore,  en 
Intégrant  le  long  d'un  contour  donné, 


al      iidz  -^  b   j     V  dz  -i- . .  .  =^    j     /( 


z)dz. 


Nous   verrons   bientôt  qu'en   général   une  intégrale   telle 

que  /    f(z)dz  est  une  fonction  de  sa  limite  supérieure  Z, 

admettant  la  dérivée  bien  déterminée /(Z). 

Nous  démontrerons  encore  un  théorème  qui  nous  sera 
utile  dans  la  suite  : 

THÉ0Ri:ME.  —  Si  l'on  désigne  par  M  le  module  maximum 
de  la  fonctio/i  f{z)  sur  le  contour  ZqzZ^  et  par  s  la  lon- 
gueur de  ce  contour,  l'intégrale  j  f(^z)dz prise  le  long  du 
contour  en  question  aura  un  module  moindre  cjue  Ms. 

En  effet,  appelons  a- la  longueur  d'une  portion  ^o^  du  con- 
tour comptée  à  partir  du  point -Sq?  et  lia  valeur  de  l'intégrale, 
on  aura 

Or  soient  R  le  module  de/(^  -r- y  s^ —  i),  ©  son  argument, 

le  module  de -:—^ est  un  ;  soit  a  son  argument,  on 

aura 

1 


f   Re(0+a)v^-i"^a. 


Or  l'intégrale  I  est  la  limite  d'une  somme  de  termes  de  la 
forme  Aa-Re'  "^'^'v^"^;  cette  somme  a  un  module  moindre  que 
la  somme  SRAo-  des  modules  de  ses  parties  et,  a  fortiori, 
un  module  moindre  que  S  M  Acr  =  MS  Ao-  :=  M^  :  donc  le  mo- 
dule de  la  limite  I  est  moindre  que  M5,  ou  tout  au  plus  égal 
à  M5.  c.  Q.  F.  D. 
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VI.  —  Théorème  de  Riemann. 


Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  appellerons  contour  fermé 
simple  une  ligne  continue  fermée  ne  se  traversant  pas  elle- 
même^  ainsi  une  circonférence  de  cercle  ou  d'ellipse,  un 
rectangle  seront  des  contours  fermés  simples. 

Une  lemniscaste  de  Bernoulli  ne  constitue  pas  un  contour 
fermé  simple;  toutefois,  si  l'on  considéraitcette  courbe  comme 
la  limite  d'une  ellipse  de  Cassini  à  contour  fermé  simple  pré- 
sentant encore  une  communication  infiniment  petite  entre 
les  aires  de  deux  boucles,  on  pourrait  considérer  la  lemnis- 
cate  en  question  comme  un  contour  fermé  simple. 

En  tout  cas,  un  contour  simple  ne  limitera  jamais  une  aire 
se  recouvrant  elle-même  en  totalité  ou  en  partie;  le  contour 


Fij 


ci-contre  ne  serait  pas  un  contour  fermé  simple. 

Théorï;me  I.  —  L^intésrale  double 

o 

d\        ÔY 


ff 


.     ,  dx  dy, 
dx        dy'  -^  ' 


prise  pour  tous  les  points  d'une  aire  limitée  par  un  con- 
tour fermé  simple  G  est  égale  à  V intégrale 


f 


{\dy-\-\dx), 


prise  le  long  du  contour  G,  ce  contour  étant  censé  décrit 
par  un  observateur  ayant  l'aire  limitée  par  le  contour  à 
sa  gauche,  c'est-à-dire  marchant  dans  le  sens  direct. 
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En  effet,  intégrons  d'abord  le  terme  /  /  7-  dxdy\idiY  rap- 
port à  ^  en  laissant  jK  constant,  nous  aurons  pour  expression 
de  l'intégrale  indéfinie  /  ILdy.  Soit  OP  la  valeur  constante 
donnée  à  y  dans  l'intégration  partielle  effectuée  par  rapport 


à  X',  appelons  Xj-  la  valeur  que  prend  X  en  un  point  K  du 
plan.  La  valeur   de  l'intégrale   définie   que  nous  cherchons 

est  la  somme  des  éléments,  tels  que  -—  dx  dy^  obtenus  en  fai- 
sant varier  x  dans  Faire  C;  si  alors  la  droite  j/ =:  OP  ren- 
contre le  contour  G  aux  points  consécutifs  M,  Mj,  Mo,  M3,  ..., 
l'intégrale  cherchée  s'obtiendra  en  faisant  varier  x  de  PM^ 
à  PMo,  de  PM<  à  PM,  ...  de  sorte  que  cette  intégrale  sera 


/< 


(  Xm    -  Xji,  -i-  Xmj  —  Xm3  -1- 
ou  plus  simplement 


)dy 


f^dy, 

en  convenant  de  faire  varier  X  sur  tout  le  contour  G,  dans  le 

sens  direct;   car,  pour  calculer  /  (Xjj^ .  ,  .)  <ijK,   il   faudra 

faire  varier  jk  depuis  la  valeur  qu'il  prend  sur  le  point  le  plus 
bas  jusqu'à  la  valeur  qu'il  prend  au  point  le  plus  élevé  du  con- 
tour G,  et  alors  les  points  M,  M<,    ...   se  meuvent  dans  le 

direct.  Ainsi  l'intégrale  /  /  -—  dx  dy  est  égale  à  l'inté- 


sens 
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grale  simple      Xdy  prise  le  long  du  contour  C  et  dans  le  sens 
direct. 

On\'oit  d'une  façon  analogue  que,  l'intégrale  i  j  ~-  dx  dy 
étendue  à  tous  les  points  de  l'aire  comprise  à  l'intérieur  du 
contour  G  est  égale  à  l'intégrale  simple  1  Y  dx  prise  le  long 
du  contour  C,  mais  dans  le  sens  rétrograde,  ou  à  l'inté- 
grale I  ^  Y  dx  prise  dans  le  sens  direct;  on  a  donc 

l'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  étant  prise  dans 
le  sens  direct,  tout  le  long  du  contour. 

c.     Q.     Y.     1). 

Théorème  II.  —  U intégrale  double 


//( 


! — ^—  \  dx  dy. 

(Jx         ôy  '  "^ 


prise  pour  tous  les  points  d'une  aire  limitée  par  le  contour 
fermé  G,  est  égale  à  V intégrale  simple 


/ 


{Xdy  —  ^dx), 

prise  le  long  du  contour  G  dans  le  sens  direct. 

Ge  théorème  se  démontre  comme  le  précédent. 

Les  deux  théorèmes  précédents,  dus  à  Riemann,  tombe- 
raient en  défaut  si,  à  l'intérieur  du  contour  G  ou  même  sur 
ce  contour,  les  fonctions  X,  Y  ou  leurs  dérivées  partielles 
devenaient  infinies,  discontinues  ou  mal  déterminées,  car 
les  intégrations  que  nous  avons  effectuées  ne  présenteraient 
plus  aucun  sens. 

GowcLusioN.  -  Si  l'expression  ILdy  -{-Y  dx  est  une  dif- 
férentielle exacte, —  est  nul,  et  alors,  en  vertu  du  pre- 

^  dx         ôy  '  '  ^ 

mier  théorème  de  Riemann,  l'intégrale  prise  le  long  d'un 
contour  fermé  G  d'une  différentielle  exacte  est  nulle;  ou, 
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ce  qui  revient  au  même,  les  intégrales  cV une  différentielle 
exacte  prises  le  long  des  deux  contours  ayant  les  mêmes 
extrémités  sont  égales,  pourvu  qu'entre  ces  deux  contours 
la  différentielle  en  question  soit  finie,  bien  déterminée,  et 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles. 

VIL  —  Théorème  fondamental  de  Cauchy. 

Le  théorème  de  Riemann  conduit,  d'une  manière  très 
simple,  à  un  beau  théorème  que  Cauchy  a  découvert  vers  1 8 1 4 
en  suivant  une  tout  autre  voie  (^voir  p.  212). 

Le  théorème  de  Riemann  consiste  en  ce  que,  si  les  fonctions 
X  et  Y  restent  finies  et  bien  déterminées  ainsi  que  leurs 
dérivées  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  quelconque  G,  on  a 

les  intégrales  doubles  s'étendent  à  tous  les  points  de  l'aire 
limitée  par  le  contour  G,  et  les  intégrales  simples  sont  prises 
le  long  du  contour  dans  le  sens  direct. 

Supposons  que  X  4- Y  y/— I  soit  une  fonction  synectique 
de  X  -{- y\j —  I  à  l'intérieur  du  contour  G,  et  sur  ce  contour, 
on  aura  (p.  228) 

dx  ~  dy^  dy  dx' 

les  formules  (i)  et  (2)  se  réduiront  alors  à 

o  :=   f{X  dy  H-  Y  dx),         0=^   f{Xdx-Y  dy). 

Ajoutons  ces  deux  équations  après  avoir  multiplié  la  preniière 


par  ^' 


I —  I  ;  nous  trouverons 


0=   f{\-\-Y  s/-  ^){dx  -^  dy  sT^^) 
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OU 


o  =Jf{z)dz. 


Il  est  donc  prouvé  que  F  intégrale  de  f{z)dz  ^ou  simple- 
ment def{z)^  comme  l'on  dit  quelquefois^,  prise  le  long  du 
contour  fermé  simple  G  à  l'intérieur  duquel  f{z)  reste 
synectique,  est  nulle. 

Il  résulte  de  là  que  si,  entre  deux  contours  z^zTj  et Zqz''/j 
terminés  aux  mêmes  extrémités,  formant  par  leur  en- 
semble un  contour  fermé  simple,  il  n'y  a  pas  de  point  pour 
lequel  la  fonction  f{z)  cesse  cVêtre  synectique,  les  inté- 
grales def{z)  prises  entre  les  mêmes  limites  Zç^etTj^  le  long 
de  deux  contours  ZqzTj  et  Zqz'Tj,  sont  égales. 

En  effet,  le  contour  ZqzTj  z'z^  étant  un  contour  fermé 
simple,  l'intégrale  de  f{z)  prise  le  long  de  ce  contour  sera 
nulle;  or  cette  intégrale  se  compose  de  l'intégrale /(^)  prise 
le  long  de  ZqzZ  et  de  l'intégrale  prise  le  long  de  Zz'zq]  cette 
dernière  est  égale  et  de  signe  contraire  à  l'intégrale  de/(^) 
prise  le  long  de  Zqz'Z  :  les  deux  intégrales  en  question  sont 
donc  égales.  c.  q.  f.  d. 

TnÉonii^rE  de  Gauchy.  —  La  valeur  de  Vin  té  o"  raie 


t> 


ff{z)dz 


ne  change  pas,  si  Von  déforme  le  contour  d"" intégration 
d'une  manière  continue,  mais  arbitraire, powvu  que  Von 
ne  lui  fasse  pas  franchir  de  point  pour  lequel  f[z)  cesse- 
rait d^être  synectique,  et  cjuon  lui  conserve  les  mêmes 
extrémités  Zq  et  Z,  limites  de  V intégrale. 

En  effet,  considérons  un  contour  d'intégration  A  ayant 
pour  extrémités  ^o  et  Z  et  celui  que  Ton  obtient  en  le  défor- 
mant sans  lui  faire  franchir  de  point  pour  lequel /'(^)  cesse- 
rait d'être  synectique.  Soit  B  ce  second  contour,  qui  a  aussi 
pour  extrémités  ^o  et  Z.   Si  ces  contours  A,  B  forment  par 
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leur  réunion  un  contour  simple  fermé,  le  théorème  est  dé- 
montré, nous  rentrons  dans  le  cas  considéré  tout  à  l'heure; 
si  les  contours  A  et  B  se  coupent  (ailleurs  qu'en  z^  et  Z)  en 
des  points  Ç,,  ^j,  .  .,  Ç,?,  on  observera  que  les  intégrales 
de/(^)  prises  entre  z-q  et  Çf ,  Ç|  et  'C?  •  . ,  v,^  et  Z  sont  égales, 
en  vertu  de  la  remarque  précédente,  et  que,  par  suite,  les 
intégrales  prises  le  long  des  chemins  A  et  B  sont  égales. 

Ce  beau  théorème  de  Gauchy  constitue  un  des  plus  grands 
progrès  qui  aient  été  faits  en  Analyse  :  il  a  été  démontré  une 
première  fois  (p.  2 12)  ;  mais  nous  avons  pensé  que  l'on  verrait 
avec  plaisir  la  démonstration  originale  qu'en  a  donnée  Rie- 
mann,  démonstration  qui  est  devenue  classique  en  Allemagne. 
Mais  il  faut  avouer  que  la  démonstration  donnée  plus  haut 
est  bien  plus  simple  et  plus  naturelle. 

Théorème.  —  Si  la  fonction  f{z)  est  synectique  pour 
tous  les  points  d\uie  aire  G  limitée  par  un  contour  fermé 
s  imp  le,  V  in  té  g  ra  le 

\=   f'f{z)dz, 

prise  le  long  cVun  contour  fini  contenu  dans  Vaire  G,  est 
une  fonction  synecticjue  de  la  limite  supérieure,  dont  la 
dérivée  est  f(Tj). 

En  effet,  cette  intégrale  est  finie,  puisqu'elle  est  prise  le 
long  d'un  contour  fini;  elle  est  monodrome,  puisque,  quel 
que  soit  le  chemin  intérieur  à  G  pour  se  rendre  en  Z  en  par- 
tant de  Z,  l'intégrale  prend  un  accroissement  nul,  qui  est  la 

valeur  de    / /"(is)  prise  le  long  d'un   contour   fermé  passant 

en  Z  et  intérieur  au  contour  fermé  G. 

En  second  lieu,  je  dis  que  la  dérivée  de  l'intégrale  par  rap- 
port à  Z  est/(Z)  ;  elle  est  donc  unique  et  bien  déterminée, 
et  par  suite  l'intégrale  est  une  fonction  continue  de  sa  limite 

supérieure.  En  effet,  si  l'on  pose  ^=cp(T)-r\/ — ^  ^ 'y'(^)' 
a-  désignant  l'arc  du   contour  d'intégration  compté  à  partir 
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de  Zq,  et  si  l'on  appelle  s  l'arc  total  suivant  lequel  on  intègre, 


on  aura 

z 


et,  par  suite, 

d\  _dV     dZ 
dZ         ds   '   ds 

ou 

,<7  =  s 


dV 
dZ 


I     "[/(?-^v/^)(o'-^fv/^;)]:f  ; 


mais  ^  est  la  valeur  de  ^  ou  cp'^  -V  y/' —  i  pour  cr  r=  .v  :  on  a 
donc 


dv      ■'- 


=  /    /(î-4'*/-')=^    . 


G.   Q.   F.  n. 

On  conclut  de  là  que  l'intégrale  d'une  fonction  synectique 
est  synectique,  puis 

d  f  f{z)dz=f\z)dz; 
donc,  comme  dans  le  cas  où  la  variable  z  est  réelle, 

\z)dz'-=f{z)~f{z,). 


jy 


VIII.  —  Cas  où  le  théorème  de  Cauchy  est  en  défaut. 

Le  théorème  de  Cauchy  tombera  en  défaut  toutes  les  fois 
qu'on  voudra  l'appliquer  à  deux  contours  comprenant  entre 
eux  un  intervalle  à  l'intérieur  duquel  la  fonction  que  l'on 
veut  intégrer  cessera  d'être  synectique,  soit  que  cette  fonc- 
tion devienne  infinie,  soit  qu'elle  cesse  d'être  monodrome; 
mais,  comme  on  le  verra  bientôt,  les  cas  où  il  tombe  en 
défaut  sont  les  plus  intéressants. 


INTÉGRALES    DÉFINIES    ENTRE    LIMITES    IMAGINAIRES.    •î[\\ 

IX.  —  Différentiation  sous  le  signe    /  • 

Les  règles  de  la  différentiation  sous  le  signe  /  s'appliquent 

aux  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires,  avec  des 
restrictions  analogues  à  celles  qui  ont  été  faites  à  propos  des 
intégrales  ordinaires.  Supposons  que  l'on  veuille  différentier 
par  rapport  à  a  l'intégrale 


^  =  j     fi^^^)dz, 


on  aura,    en  appelant   ^.olzzi^^Ii  un   accroissement   arbitraire 
donné  à  a  et  s  un  infiniment  petit, 


cIâ. 


(0 


h        J_  h 

z 


S^'i'^'^l"^' 


nous  supposerons  -p  bien  déterminé,  soit  que/soit  monogène 

par  rapport  à  a,  soit  que  la  direction  dans  laquelle  a  lieu  le 
déplacement  Aa  soit  donnée;   nous  supposerons  également 

df        ■ 
y  et -^  finis;  enfin,  nous  supposerons  le  contour  d'intégra- 
tion fini  et  de  longueur  s.  Alors,  en  appelant  E  le  module 
maximum  de  la  quantité  infiniment  petite  s,  nous  aurons 

XZ  pS       I 

£  dz     ou     mod 

OU 

mod    /     e  ^^  <  E*; 


X£  dz     ou     mod    /     z  —r  ds  <    \     ¥.  ds 


la  formule  (i)  devient  donc,  en  observant  que  E  est  infiniment 
petit  avec  h  et  en  faisant  tendre  h  vers  zéro, 


au  _  r 


'fdz. 


Traité  d'Analyse,  III. 
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Supposons  maintenant  la  fonction  y  telle  qu'on  puisse  la 
développer  par  la  formule  de  Taylor  (t.  I,  p.  i88)  par  rap- 
port au  paramètre  a,  ou  plutôt  par  rapport  à  l'accroissement  h 
de  ce  paramètre,  on  aura,  au  lieu  de  la  formule  (i), 


/•'/(--,  ^ 

ZH-A)- 

-/(^ 

'^'>d- 

h 

:,a)  + 

1 

^R    dz 

dans  cette  formule,  y'(^,  a)  désigne  la  dérivée  ^j  e  désigne 

une  imaginaire  de  module  égal  à  un  et  R  désigne  le  module 

maximum  de  -^^  quand  on  y   remplace  a  par  une   valeur 

comprise  dans  le  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  modh.  Si 
donc  (même  dans  le  cas  où  le  contour  d'intégration  serait 

infini)  les  intégrales    /     -^  dz  et    1     mod-r^  ^^  sont  finies, 

la  formule  précédente  donnera,  en  faisant  tendre  h  vers  o. 


h         dcc       J      dcc 


I 


Enfin,  lorsque  le  contour  d'intégration  sera  de  longueur 
infinie,  on  pourra  toujours  être  ramené  au  cas  où  il  est  fini 
au  moyen  d'un  changement  de  variables,  comme  on  l'a  mon- 
tré à  propos  des  intégrales  réelles. 

X.  —  Calcul  des  résidus  de  Cauchy. 

Nous  appellerons  zéro  ou  racine  d'une  fonction /(^)  une 
valeur  de  z  rendant /(^)  égale  à  zéro  ;  nous  appellerons  in/lni 
d'une  fonction /(^)  une  valeur  de  z  rendant /(^)  infinie. 

Cauchy  appelle  résidu  d'une  fonction  monodrome,  mono- 
gène, f{z)  pour  une  valeur  c  de  ^  qui  rend  f{z)  infinie,  l'inté- 
grale 

•        ^  fA^)dz, 

271  y/ —  i  *^ 
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prise  le  long  d'un  conlour  circulaire  infiniment  petit,  décrit 
du  point  c  comme  centre  et  parcouru  dans  le  sens  direct;  il 
désigne  ce  résidu  par  la  notation 

^^  ((/(.-)))     ou     l^JAz)]. 

Nous  emploierons  la  notation 

ou  même  ff{^)  tout  simplement,  quand  il  n'y  aura  pas  de 
doute  relativement  à  l'infini  par  rapport  auquel  on  devra 
prendre  le  résidu.  Cette  notation,  à  laquelle  Caucliy  a  donné 
plus  d'extension,  est  assez  commode,  comme  on  le  verra  dans 
la  suite. 

Le  résidu  intégral  d'une  fonction  relatif  à  un  contour 
fermé  simple  donné  est  la  somme  des  résidus  de  cette  fonc- 
tion relative  à  tous  les  infinis  situés  dans  l'intérieur  du 
contour.  Quand  on  ne  spécifie  pas  de  contour,  il  faut  sous- 
entendre  qu'il  s'agit  d'un  contour  contenant  la  totalité  des 
infinis  de  la  fonction. 

Lorsque  la  fonction  dont  on  doit  prendre  le  résidu  intégral 
est  un  produit  tel  que  ^{z)  "^{z)  et  que  le  résidu  est  pris  par 
rapport  à  un  [ou  plusieurs  contours]  ne  contenant  que  les 
infinis  de  ^{z),  on  le  représente  par  la  notation 

l^{{^o{z)))^{z). 

Si,  par  exemple,  on  veut  représenter  le  résidu  de  la  fonction 
f{z)  relatif  à  un  infini  c  et  que  l'on  sache  que  f{z){z  —  c) 
n'est  plus  ni  nul  ni  infini  pour  ^  r=  c,  on  pourra  écrire  ainsi 
ce  résidu 

p  {z-^f{z) 

Nous  allons  maintenant  montrer  l'utilité  du  nouveau 
signe  ^. 
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Théorème  I.  —  LHntégrale  d'une  fonction  monodrome 
et  mono  gène  prise  le  long  d'un  contour  fermé  simple  est 
égale  au  résidu  intégral  de  cette  fonction  relatif  à  ce  con- 
tour, ou,  si  l'on  veut,  est  égale  à  la  somme  des  résidus  de 
cette  fonction  relatifs  à  chacun  des  infinis  contenus  dans 
le  contour,  multiplié  par  itz  \J —  i. 

Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  deux 
infinis  de  la  fonction  f{z)  dans  Fintérieur  d'un  contour 
fermé   simple  aefjka\  soient  a  et  p  ces  infinis;  autour  de 


chacun  d'eux  décrivons  un  petit  cercle  hcd^  ghi,  et  joignons 
un  point  de  chacun  de  ces  cercles  au  contour  aefjk  par  deux 
lignes  qui  ne  se  coupent  pas  et  qui  ne  sortent  pas  de  ce  con- 
tour. 

Ceci  posé,  un  contour  étant  désigné  par  la  notation 
ABC,  ...,  représentons,  pour  abréger,  par  (ABC,  .  .  .) 
l'intégrale  f{z)dz  prise  le  long  de  ce  contour.  Le  con- 
tour abcdaefghifjka  constitue  un  contour  fermé  ne  conte- 
nant pas  d'infini  dey(^);  on  a  donc 

(i)  {abcdaefghifjka)  =  o. 

D'un  autre  côté,  on  a 

{abcdaefghifjka)  =  (ab)  •+-  { bcd)  -^  (da) 

-\-{aef)-^{fg)-^{ghi)-^{if)-^{fjka)\ 

or  [ah)  et  [da)  sont  deux  intégrales  dont  les  limites  sont 
inversées,  par  suite  (ab)-i-{da)  est  nul,  (fg)  et  (if)  ont 
également  une  somme  nulle;  il  vient  donc 

(abcdaefghifjka)  =  (bcd)  -i- (aef)  +  (ghi) -^  (fj'ka) 
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OU  encore,  en  vertu  de  (t), 

o  =  {bcd)  +  {ghi)  -+-  (aef)  -f-  {fjka) 
ou 

(2)  o  =  {bcd)^{ghi)-\-{aefjka)\ 

or  {aefjka)  est  l'intégrale  ff{z)dz  prise  le  long  du  contour 
fermé  donné;  {bcd)  est  égal  à  —  (dcb)  :  or  (dcb)  est  l'inté- 
grale de/{z)dz  prise  le  long  d'un  contour  circulaire  que  l'on 
peut  supposer  infiniment  petit;  cette  intégrale,   au  facteur 

2Tcy^^  près,  est  le  résidu  ^^/(^);  on  a  donc 

(bcd)  =  -2T.^:^i  r^^fiz), 

(ghi)  =  —  271  v/—  I  £,p/(-)' 
et  par  suite  (2)  devient 

ou  encore 

le  résidu  intégral  et  l'intégrale  étant  relatifs  au  même  contour. 

f(z^ 
Théorème  II.  —  Le  résidu  de  la  fonction  yzTc''  ^"  /(^) 

désigne  une  fonction  monodrome  et  monogène  qui  n'est 
ni  nulle  ni  infinie  pour  z  =  c,  est  égal  àf{c). 

En  effet,  par  définition,  on  a 

^  ^  Cz  —  c        ^rJsJ—J     ^  —  ^ 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  circulaire  infini- 
ment petit  décrit  autour  du  point  c  comme  centre;  soit  t  le 
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rayon  de  ce  cercle.  Si  l'on  joint  un  de  ses  points  z  à  l'origine, 

Fig.  19. 


ainsi  que  son  centre,  le  triangle  ocz  donnera  (t.  I,  p.  8) 

z  =  c  -+-  cz 
ou,  en  appelant  9  l'angle  que  la  droite  cz  fait  avec  l'axe  des  Xj 

on  aura  donc 


/s  <"=.("/(. 


pOv'^' 


1^6. 


Nous  mettons  à  l'intégrale  les  limites  o  et  271,  parce  que,  le 
point  z  variant  le  long  du  cercle,  8  varie  de  o  à  211.  Cette 
formule  ayant  lieu  quelque  petit  que  soit  s,  on  pourra  v  faire 
£  =:  o,  et  l'on  aura 

la  formule  (i)  deviendra  alors 


(^) 


7T  v/ —  I  *y 


f{z)dz_   ç.f{œ\ 


2  7T  y/ 


<^z 


fie). 


ou 


Théorème  III.  —  Le  résidu  de  la  fonction  .  "^^     ,„  ? 

m  désigne  un  exposant  entier  et  positif  plus  grand  que 
un,  et  dans  laquelle  f{z)  est  une  fonction  finie  différente 
de  zéro  pour  z=^  c^  est  donné  par  la  formule 


(3) 


C(^  — c)'«  f/c'"-i       1.1.3..  .{m  — i) 
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En  effet,  en  différentiant  m  —  i  fois  de  suite,  par  rapport  à 
c,  l'équation  (2),  on  a  successivement  (^) 

I  f  f{^)dz    ^  p      f{z)      ^  dfi^ 

i.^      rnz)dz_^      P    f{z)    ^  d-^f(c) 

2tW^iJ     (^-^y             '      <!^(^"C)3                dc^       ' 
■ î 

27rv/=^i       Ji^-or^  ^  ^0{z~cy'^  dc'^-^ 

d'où  l'on  déduit  la  formule  (3). 

Théorème  IV.  —  Sif{z)  désigne  une  fonction  telle  que 
zf{z)  soit  nul  pour  z=^  00,  l'intégrale  de  f{z)dz  prise  le 
long  dhin  contour  circulaire  de  rayon  infini  sera  nulle^ 
et  Von  aura 

En  effet, 

r/(^)= )=  ff{z)dz: 

pour  évaluer  l'intégrale,  on  fera 

z  =  re V^"!,         dz  =  re V=ï  d%  /^ 

OU 

dz  =  z  y/ —  I  <iô  ; 

on  trouvera  alors,  en  faisant  r  =  gc, 

puisque  zf{z)  =  o  pour  r  =  00. 

Théorème  V.  —  Si,  le  module  de  z  étant  infini  et  son 
argument  restant  compris  entre  Qo  ^^  ^o  ^f(^)  est  nul, 
l'intégrale  ff(z)dz^  prise  le  long  dhin  arc  de  cercle  de 

(')  On  peut  évidemment  différentier  sous  le  signe  ^J^  comme  sous  le  signe  /  , 
puisqu'un  résidu  est  au  fond  une  intégrale  définie 
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rayon  infini,  décrit  de  V origine  comme  centre  et  dont  les 
extrémités  ont  pour  angles  polaires  80  et  9,,  est  nulle. 

En  effet,  l'intégrale  en  question  a  pour  valeur 

^6,  _  _  ^0, 

si  donc,  0  variant  de  9o  à  Bi,  -s/(^)  est  nul  pour  r  =  co,  l'inté- 
grale sera  nulle  elle-même  c.  q.  f.  d. 

Théorème  VI.  —  La  différence  des  intégrales  de  f{z) 
prises  entre  les  mêmes  limites,  mais  le  long  de  deux  che- 
mins différents  qui  ne  se  coupent  pas  z^z'l^  et  Zqz"T,,  est 
égale  au  résidu  R  de  f{z)  relatif  au  contour  fermé 

ZqZ'TaZ   Zq 

limité  par  les  deux  contours  Zf^z'Tj  et  Zqz"Tj  multiplié 

par  2  7l\,/ —  I. 

En  effet,  d'après  le  théorème  I,  on  a 

{ZqZ'Zz  Zq)=  {ZqZ'Z)  -\-{Zz" Z(i)=  2TrR  / —  I 

ou 

{ZqZ'Z)  ={ZQZ"Z)-h-  271  R  / 1. 


XI.  —  Application  du  calcul  des  résidus  à  la  recherche 
des  intégrales  définies.  —  Fractions  rationnelles. 

Bien  que  l'on  sache  intégrer  les  fractions  rationnelles,  nous 
allons  appliquer  les  principes  du  calcul  des  résidus  à  l'éva- 
luation des  intégrales  de  la  forme 

où  ^{x)  est  un  polynôme  de  degré  inférieur  de  deux  unités 
au  degré  de  ^{x). 

L'intégrale  (i)  est  l'intégrale  de  .  dz  prise  tout  le  long 
de  l'axe  des  x\  elle  est  donc  égale  à  l'intégrale  de  la  même 
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fonction  prise  le  long  d'un  demi-cercle  de  rayon  infini  décrit 
de  l'origine  comme  centre  et  situé  entièrement  du  côté  de 
l'axe  des  y  positifs,  par  exemple,  augmentée  de  la  somme 

des  résidus  de  ?-— ^  27zJ —  i  relatifs  aux  infinis  de  cette  fonc- 
tion  situés  au-dessus  de  1  axe  des  œ;  or      '        ,  z^{z)  étant 

de  degré  inférieur  à  ^(^),  est  nul  pour  z  =  co,  donc  l'inté- 
grale prise  le  long  du  demi-cercle  est  nulle  ;  donc 

le  résidu  étant  pris  comme  il  a  été  expliqué. 

Première  application.  —  Cherchons  l'intégrale 

/>  +  *       ^2m 

I         —  dx     ou     m  <  n. 

Elle  est  égale  à 


Ty.r 


j^  ^   i-i-  X'' 


le  résidu  étant  relatif  à  toutes  les  racines  de   i  +  x'^'^  = 
situées  au-dessus  de  l'axe  des  œ;  ces  racines  sont 


a,     a-* 
OÙ 


TT  / .        TT 

a  =  cos h  V  —  I  sin  ■ —  : 

in  -in 


X 


Im 


le  résidu  de —  P^^  rapport  à  a-*+^  est 


a(2/c+i)2/7z  Liiii pour         a;  =  a^^+i 


ou 

Q((2A:4-l)2/«  QrJ2A--4-I)(2m+l) 


on  a  donc 


/ 


a?2'«  2  71  V — 1 


dx  =  —  ^^  ^       ^      V'     a(2A-+i)(2/;i+i). 
'in  ^ 


k=o 


25o  CHAPITRE    VI. 

Le  second  membre  de  cette  formule  est  la  somme  des  termes 
d'une  progression  géométrique,  et  Ton  a 


J       T 

«y —  00 


^2/t  2  71  a"2//i+l I 

OU,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur, 
ou  évidemment 


.       2  />i  -i-  I 

Al  sin 71 


x'^'^'dx 


2/1  Sin  71 


2  771  -+-  r 


S*     T                                            Oh                           .     -^  /Afc  -t-    I  .  ^  . 

1  1  on  pose  ^2/2  —  -  et ==  a,  il  vient 


<i-s  =  —. 


résultat  que  nous  retrouverons  plus  loin. 

Deuxième  application.  —  On  trouve  de  même 


(I) 


J_    (^^T^  =  ^"^-'I1<C 


.^dO  (^2_|_<^2) 


tn 


le  résidu  étant  relatif  aux  infinis  de  ^-^ r— -  situés  au-dessus 

(-5^  -t-  a'-y"- 

de  l'axe  des  x.  Or  il  n'y  a  qu'un  seul  infini,  à  savoir  a  sj —  i , 
situé  au-dessus  de  cet  axe  ;  le  résidu  cherché  sera  donc 

r  I     6/'«-i  I  1 

[i.2...(/n  — I)  5^«-i  (^-i-a/^>«J^-«v/-ï 
ou 

(aa/— i)2"^-i        i.2.3...(m  — I) 

La  formule  (i)  donne  alors 

r^'^  dx         _        m(m-4-i)...(2w  — i)  /j_\2"^-i 

J_«     (^^+  o:^)"^  —'^'^        1.2.3. ..  (m  — I)        \iaj 
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XII 


.  —  Sur  lintegrale  /      dx. 


>bz\i- 


Supposons  que  Ton  intègre  la  fonction le  long  d'un 

contour  formé  de  l'axe  des  x  négatifs  depuis  un  point  situé  à 
la  distance  —  R  de  l'origine,  jusqu'à  un  autre  situé  à  la 
distance  —  s  ;  puis  d'un  demi-cercle  de  rayon  s  situé  au- 
dessus  de  l'axe  des  x  et  ayant  son  centre  à  l'origine;  puis  de 
l'axe  des  x  positifs  depuis  le  point  -h  £  jusqu'au  point  R; 
enfin,  d'un  demi-cercle  A  situé  au-dessus  de  l'axe  des  x 
ayant  son  centre  à  l'origine  et  pour  rayon  R.  L'intégrale  le 
long  de  ce  contour  sera  nulle;  l'intégrale  prise  le  long  du 
cercle  de  rayon  R  sera  nulle  pour  R  =  oc,   si  l'on  suppose 

h  positif;  en  effet,  alors  z  ou  e^^v-<   se  réduit  à  zéro 

quand  la  partie  imaginaire  de  z  est  positive,  ce  qui  a  lieu  le 
long  du  cercle  considéré.  On  a  donc,  en  supposant  R  =  oo, 

dx\ 


o  =    1         dx  -\-    \    dz  ^   I 


la  seconde  intégrale  étant  prise  le  long  du  demi-cercle  A 

pour  £  =  o  est,  au  signe  près,  le  demi-résidu  de pour 

;î  =  o,  multiplié  par  2  7ïy/ —  i,  ou  —  t:  ^ —  i.  On  trouve  donc 

Si  Ton  remplace  eW-i  par  cosbx  -\-  y/ —  i  sinbx,  on  voit 


1        dx  -\-   \       dx  =  T.J- 


que  la  partie  réelle  du  premier  membre  est  nulle  et  que 

r~^  ■èWihx    j  r""  s'mbx    , 

J-oo        ^  Je  ^ 

En  ajoutant  l'élément    /  ^  dx^  qui  est  infiniment  petit. 


on  a 


/: 


dx  =  7C 

X 
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et,  par  suite, 


Jr°°  sinbx 
0      ~^^ 


dx  =  - 

1 


Changeant  6  en  —  6,  l'intégrale  change  de  signe  ;  donc,  quand 
b  est  négatif,  il  vient 


0       ~^"~ 


dx  = 


^0 

Quand  è=:o,  on  a  évidemment 

X*  sinèa?    , 
dx  =  o. 

L'intégrale 

f""  sinarr  cosôa?    , 

se  déduit  de  la  précédente  ;  en  effet,  elle  se  décompose  en 

Supposons  a  et  è  positifs,  si  a>^,  la  somme  précédente 
est  '''  +  --  ou  -;  si  a  <  6,  elle  est  égale  à  ;  ^  —  ^  ^  ou 

2222  2  2222 

zéro  ;  enfin  si  a  =  6,  elle  est  égale  à  j  • 

C'est  peut-être  ici  l'occasion  de  parler  de  la  notion  de  la 
valeur  principale  d'une  intégrale,  dont  Cauchy  a  fait  usage. 
Considérons  l'intégrale 

X(i){z)dz. 

Si  elle  est  prise  le  long  d'un  contour  passant  en  un  point  a 
pour  lequel  cp(^)  devient  infini,  Cauchy  appelle  valeur  prin- 
cipale de  cette  intégrale  la  somme 

/     (^{z)dz-{-   j      r^{z)dz, 

d  et  d'  désignant  les  points  du  contour  d'intégration  situés  à 
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droite  et  à  gauche  du  point  c,  à  des  distances  infiniment 
petites,  égales  entre  elles,  du  point  c.  Par  exemple, 


x^ 


est  la  valeur  principale  de    /      — ^  prise  le  long  de  l'axe  des  x . 

Le  but  de  Gauchy  en  introduisant  cette  notion  a  été  de 
simplifier  un  peu  les  notations.  Pour  montrer  l'usage  que 
Ton  peut  en  faire,  calculons  la  valeur  de  l'intégrale 


"£  H 


dx         ou         6  >  o. 


^Ibz'J'- 


A  cet  efTet  intégrons  ~ — "  1^  ^^^g  à^\r{\  contour  formé 

de  l'axe  des  ^  de  —  oo  à  —  s,  d^un  demi-cercle  de  rayon  s 
décrit  au-dessus  de  Faxe  des  x^  de  l'axe  des  ^  de  +  s  à  -4-  oo, 
enfin  d'un  demi-cercle  de  rayon  infini  décrit  de  l'origine 
comme  centre  au-dessus  de  l'axe  des  x.  En  supposant  e  infi- 
niment petit,  on  aura 

/'^'^  j ç;ibz'i^\ 
^ dz+  271  sj  —\  b  \l — 1  =  o, 
00 

c'est-à-dire 

val.  pr.   /         - 


— dz  =  iTzb^ 


séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  et  en 

observant  que  la  valeur  de    /        — ^— ^  dx  est  égale  à  sa 

«y —  00 
valeur  principale,  on  a 


£"( 


i^in^bx    , 
dx 

x^ 

smbx 


dx  —  TT^. 
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Pour  calculer   /        ( j   dx^  n  étant  un  nombre  entier 

quelconque,  on  remplacerait  ûnbx  par  sa  valeur  en  expo- 
nentielles et  Ton  serait  ramené  à  calculer  les  valeurs  princi- 
pales d'intégrales  de  la  forme 


/: 


ib\/—\x 

dx. 


xfi 


Le  calcul  ne  présenterait  d'autre  difficulté  que  l'évaluation 
de  ces  intégrales  prises  le  long  de  demi-cercles  de  rayons 
très  petits,  décrits  de  l'origine  comme  centre  au-dessus  ou 
au-dessous  de  l'axe  des  x. 


XIII.  -  Sur  l'intégrale   T^"  ^^^  dx. 
Si  l'on  intègre  la  fonction 


dans  laquelle  on  suppose  a  positif,  le  long  de  l'axe  des  x  de 
—  oo  à  -]-  GO  et  le  long  d'un  demi-cercle  de  rayon  infini  décrit 
de  l'origine  comme  centre  au-dessus  de  l'axe  des  x,  la  somme 

des  intégrales  ainsi  calculées  sera  é^ale  au  résidu  de 

relatif  au  point  z  =  y/ —  i ,  pour  lequel  la  fonction  en  ques- 
tion devient  infinie,  multipliée  par  27ry/ — i,  c'est-à-dire  à 

e-a 

271  y/ — I  — ou     7re-«. 

2  V  —  I 

Or  l'intégrale  prise  le  long  du  demi-cercle  est  nulle  5  on  aura 
donc  seulement 


£ 


^dx 

-—     =  TTC" 
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et,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  \J —  i , 


r     '  cosaa 
r        sma 


57     , 

—  dx  =  o. 


La  première  formule  doit  évidemment  être  remplacée  par  Tie^ 
quand  <2  est  négatif.  En  différentiant  cette  formule,  on  trouve 


X     j 

dx  =  7re-«, 


formule  dont  l'exactitude  peut  être  vérifiée  en  faisant  usage 
du  contour  d'intégration  employé  tout  à  l'heure  et  de  lafonc- 


xe^^^-^ 
tion r- 


La  même  méthode  s'applique  à  l'intégrale 

ou  à  rintégrale 

On  trouve  la  première  égale  à 

2uv/~ie-^      r(av/=^)"^-^        m{m-i)  (gy/ITT)^^--  1 


1.2.3. .  .(m 
ou  à 


1.2.3.  ..(/Tî—l)   [Vâ/  I  V2/  22   +•••]• 

XIV.  —  Sur  l'intégrale    /        — — _  dz. 

Cette  intégrale  joue  un  rôle  important  dans  une  théorie 
que  nous  étudierons  plus  loin.  Si  l'on  intègre  la  fonction 

(>(IZ 

Y  —  ou     o  <  a  <  I 
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le  long  d'un  contour  rectangulaire  formé  de  l'axe  des  x^  d'une 
perpendiculaire  à  cet  axe  menée  à  l'infini,  au-dessus  de  cet 
axe  et  égale  à  271,  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x  située  à  la  dis- 
tance -r  27r  de  cet  axe,  enfin  d'une  perpendiculaire  menée  à 
l'infini  négatif  sur  l'axe  des  x^  au-dessus  de  cet  axe  et  de 
longueur  271,  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  en  question 
sera  égale  à  271  y/ —  i  multiplié  par  le  résidu  de  la  fonction  y 
relative  au  point  ^  :=  tî  y/ —  i  qui  la  rend  infinie  ;  on  aura  donc 


/ /  =2  71  i/ I  / 


Qaz 

C^     1    -Ir-    p. 


en  observant  que  le  long  des  côtés  verticaux  du  rectangle  la 
fonction  y  est  nulle.  Cette  formule  peut  s'écrire 


/ 


i-i-e^ 

on  en  tire 


e'^^  dx  /  „      /— -\  /- 


£ 


e^^  dx  I 

iTT  y/- 


ou  enfin 

Si  l'on  fait  e^=z  t,  on  a 


/■ 


^«-1  dt  T. 


-  t         sinaTT 
En  changeant  a  en  i  —  a,  il  vient 

"   t-^dt  TT 


I 


formule  que  nous  avons  déjà  rencontrée  (p.  200). 

Cette  méthode  présente  de  l'analogie  avec  celle  qui  permet 
de  déterminer  l'intégrale 


/: 


^ax f?fjx 

— —  dx        où         a  et  Z>  <  I  et  >  o. 

I  —  e^ 
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Intégrons  la  fonction 

I  —  e^ 

le  long  d'un  rectangle  ayant  pour  côtés  l'axe  des  x^  une  paral- 
lèle à  cet  axe  située  à  une  distance  tt  et  au-dessus  de  cet  axe 
et  deux  parallèles  à  l'axe  des  y  menées  à  l'infini  de  part  et 
d'autre  de  cet  axe;  on  aura  un  résultat  nul,  et,  les  intégrales 
le  long  des  côtés  verticaux  du  rectangle  étant  nulles,  on  trou- 
vera 


/^"Tr/r^^^-jT 


dx  =  o 


ou,  en  vertu  de  la  formule  (i), 


L 


e^  sinaTT  sinoir 


=  TT  COtaTT  —  TT  COtÔlT. 

En  posant  e^  =  t,  on  a 


. 


—  ^ 


dt  =  7r(cota'7T  —  cotbn) 


et,  en  changeant  a  en  i  —  a  et  6  en  i  —  6,  ce  qui  est  permis, 
on  a  encore,  pour  les  valeurs  de  <2  et  de  6  comprises  entre  o  et  i , 


fa (b 

-        -j-  dt  =  Tz^  col  biz  —  col  a  TT  ). 
I  —  t         .      ^  ' 


Si  l'on  difFérentie  par  rapport  à  a^  il  vient 


— —-  dt  =  7r2  cosecaTi, 


I 
et,  pour  a  =  -  , 


sjt  log  t 


f^^tlog 

A     I  —  t 


dt  =  7C2. 


XV.  —  Intégrales  de  Fresnel. 

Soient  OA  une  droite  de  longueur  r  comptée  sur  l'axe 
des  ^,  OB  une  droite  de  même  longueur  faisant  avec  l'axe 
L.  ~  Traité  d'Analyse,  TH.  in 
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des  ^  l'angle  ji  <  y?  enfin  soit  AB  un  arc  de  cercle  de  rayon  r 

décrit  de  l'origine  comme  centre;  intégrons  e'^' dz  le  long 
du  contour  OABO,  le  résultat  sera  nul;  l'intégrale  prise  le 
long  du  contour  circulaire  pour  r  =  oo  est  nulle,  parce  que 
ze~'''  est  nul  le  long  de  ce  contour,  ce  dont  on  s'assure  en 
posant  z  =  reV^,  ce  qui  donne 

le  module  rcosQe"''"'''^^  de  cette  quantité  est  nul  pour  r  =  oo, 

pourvu  que  2Q<-ouB<7-Il  résulte  de  là  que  l'intégrale 

de  e  "'  le  long  de  OA  est  la  même  que  le  long  de  OB  pour 
r  =  ce;  ainsi 


Ç^  e-^'^dx^    f    e-^-(^o«2l3-i-v/-isin2l3)^/(cosp  + /— isin^). 
Jo  do 

remplaçani 
on  a  (p.  i36) 


En  remplaçant  la  première  intégrale  par  sa  valeur  connue  -^ 


i 


2 


En  séparant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  y  —  i ,  on 
obtient  deux  formules  que  voici  : 

I      C    e-/-^cos2,3cos(Z2sin2P)<i/ =  —  cosp, 

(I)  I      \  /- 

P  désignant  un  arc  compris  entre  o  et  ^,  et  que  l'on  ne  peut 

pas,  par  conséquent,  prendre  égal  à  -• 

Considérons  cependant  la  première  formule    (i)   et   dé- 
signons, pour  abréger,   par  dN  la  quantité  écrite  sous  le 
igné  r,  on  pourra  la  mettre  sous  la  forme 


si 


,av/8  ^a/B  ^av^2.+i  ^ 

2 


a  ^av/8  ^a/B  /^' 

*A)  d^  -/     /3  a, 
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a  désignant  la  quantité  4  / — -. — ^'  Les  intégrales  qui  figurent 

dans  cette  formule  sont  alternativement  positives  et  négatives 
et  décroissantes  en  valeur  absolue;  le  premier  membre  de  la 
formule  en  question  est  une  série  convergente,  et,  si  l'on  prend 
un  nombre  limité  de  termes  dans  cette  série,  l'erreur  sera 
moindre  que  le  premier  terme  négligé;  on  peut  donc  écrire 


/ay/2«— 1  ^av''2/7-t-i  /~ 

c/V  +  e   /  ^=  ^cos[3, 

av/2/i— 1 
0  désignant  une  quantité  comprise  entre  —  i  et  -f-  i .  Mais, 
en  valeur  absolue  et  en  supposant  cos2  ^  >•  7? 


I  dY  <   j  e     ^  dl    on     <e     ^  o, 


a  v/2/i  -1  a  v/2/z 


8    désignant   la  différence  (y/2 n  +  i  —  y//2/2  —  i)l/ — ^~~q^ 

1/    2  sin  2  o 

comme  nous  voulons  faire  tendre   ^  vers  7,  nous  pouvons 
supposer  alors  4  sin  2  p  plus  grand  que  un,  et  nous  trouverons 

dY  <  v/tt ( v/'2 /i  -r- 1  —  \lin  —  ije-TiCî/i-i) 

a  v/2rt— 1 
OU 

<  \/('2/n-l)7^e-'^'■2«-l^ 
on  aura  donc  finalement,  9^  étant  compris  entre  —  i  et  +  i , 

,  a  /2/i— 1 


/ 


6?V  -r-  Oi  /^2/i  H-  j)7re-7i(2«-i}  =  :Lj^  cos  s. 

2  '^ 


Faisons  tendre  j3  vers  ^,  cette  formule  aura  toujours  lieu  et 
à  la  limite,  pour  p  =  ,,  il  viendra  encore 


/ 


a  v/2«-i  

cos/2<5?/4-ei  /(2/i-Hi)7re-'^(2«-i)^  v/^ 

4 
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Cette  formule  ajant  lieu  quel  que  soit  n  et  le  terme  en  0^ 
ayant  pour  limite  zéro  pour  n  =  oo,  on  aura 


cosl-dl 

4 


Un  raisonnement  analogue  conduit  à  la  formule 


X 


sin  l^dl=  — 


Ces  deux  intégrales  sont  connues  sous  le  nom  d'intégrales 
de  Fresnel,  à  cause  de  l'usage  que  ce  physicien  en  a  fait  en 
Optique,  mais  elles  avaient  déjà  été  trouvées  par  Euler. 

Intégrons  encore  la  fonction  e~^'  dz  le  long  d'un  rectangle 
ayant  pour  côtés  l'axe  des  x^  une  parallèle  à  l'axe  des  x  menée 
à  la  distance  -1-  a  de  cet  axe,  et  deux  autres  côtés  de  part  et 
d'autre  de  l'axe  des  y  à  l'infini  ;  nous  aurons 

/      e-^'-dx—   /         e-('^+a^/-i)  dx=o, 

car  l'intégrale  le  long  du  rectangle  et  des  côtés  verticaux  est 
nulle.  On  tire  de  là 


/i./ 


/, 


ou 

/^-l-oo  _ 


ou,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  \J - 
e—^*  cos  ly-x  dx  =  \/Tze~'^', 


l 


e--^'  smicLX  dx  =  o. 


XVI.  —  Sur  une  formule  générale  propre  à  faire  connaître 
un  grand  nombre  d'intégrales  définies. 

Soit  f{z)  une  fonction    monodrome   et   monogène   dans 
l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  R,  décrit  de  l'origine  comme 
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centre;  en  intégrant  ^^-^  le  long  de  ce  cercle,  on  a,  en  sup- 
posanty(o)  fini, 

ou  bien 

le  résidu  se  rapportant  aux  seuls  infinis  de/(i;)  contenus  dans 
le  cercle  de  rayon  R  considéré. 

Si  nous  prenons /(^)= ,  nous  avons 

r'^         ^6  2  71  pi 

/  ,  ,^    =    -3-  +  2  TT    j 


.(,       a+Re^^-i         «^  0^((^  +  a))- 


supposons  <2  =  re^v^  et  r  >  R,  nous  aurons 


,271 


(r  cosa-f-  Rcos6)+  / — i  (r  sina -f-  R  sin6) 

_  271 

r(cosa  -\-  y/ —  i  sina) 
ou,  séparant  les  parties  réelles  et  imaginaires, 

JÇ'^       c^6(r  cosa-f- R  cos6)        _        cosa 

r^"" 6^e(rsina  +  Rsin6)         _         sina 

J^       r2  H-"R'2  +YR  r"cos76"^^^  ~  ^ '^  ~T~  ' 

Si  /-  <C  R  la  formule  (i)  doit  être  corrigée  ainsi 


,^      (a- cosa  +  R  cos6)4-  sj — i(r  sina  +  R  sin6) 

'2  71  2  7T 


r(cosa-T-\/ — isina)        —  r(cosa4-/ — 1  sina) 

et  les  intégrales  (2)  sont  nulles. 

Supposons   en  second  lieu  /(^)  =:=  log(i  —  ^);   si   l'on   a 
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R<^i,  la  fonction  y(^)  sera  monodrome  et  monogène  et 
l'on  aura,  en  observant  quey(o)  =  o, 


f 


log(i  —  R  cose  —  /—  I  R  sm6)û?6  =  o 
ou,  séparant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  y^ —  i, 


f 


iog(n-  R2— 2Rcose)^e  =0. 


Supposons  maintenant  R  >>  i  .La  fonction  log(i  — ^)  reste  mo- 
nodrome à  l'intérieur  d'un  contour  qui  ne  contient  pas  le 
point  I  ;  autour  du  point  i  décrivons  un  petit  cercle  bfc\  soit 
apqrd  {fig-  20)  le  cercle  de  rayon  R  décrit  de  l'origine  comme 

centre,  la  fonction  —^ sera  monodrome  et  monogène  à 

l'intérieur  du  contour  abfcdrqpa  :  son  intégrale  le  long  de 


ce  contour  sera  donc  nulle.  Or  l'intégrale  le  long  de  ab  étant 
désignée  par  i,  l'intégrale  le  long  du  petit  cercle  bfc  étant 
désignée  par  c,  l'intégrale  le  long  de  cd  s'obtiendra  en  obser- 
vant que  le  point  z  tournant  autour  du  point  log(i -\- z) 
augmente  de  4-  2Tcy/ —  i  ;  l'intégrale  le  long  de  cd  sera  donc 

—  i  -\-  I     — ?  l'intégrale  le  long  du  cercle  drqpa  sera 

représentée  par  C.  En  ajoutant  ces  intégrales,  on  a 
o  =  jH-c  —  t  +  27r  / —  I  logR  -+-  G 


O-P  THK 

riTIVERSlT- 
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(i)  c  +  ti7rv/^logR-4-G  =0. 

Pour  avoir  c,  il  faut  poser  z  =  i -^r  e é^f^y^  et  faire  varier  ô  de  o 
à  2  71,  ce  qui  donne 


Jo  1  + £66^-1 


pour  £  =  o,  on  voit  donc  que  c  =  o.  On  a  ensuite  à  évaluer  C, 
qui  est 


0 

ou 


,271 


G  =  — /^  /       -log(i-2Rcos6  +  R2)rfe-   /      arctang  '       ^db; 

^0       ^  Jq  ^  i—  K  cosb 

on  a  donc,  en  portant  ces  valeurs  dans  (i), 

/27r  r  j 
-Iog(i  — 2coseR+R2) 

RsinO       / 1    ,,  , 

~  ^''^^"gi-Rcos6  ^~'J  "^^  =  '^'^  /-'  logR; 

on  en  conclut 

^27r 
/         log(i  —  2R  cosG  4-  R2)^ô  z=  47T  logR. 

XVII.  —  Intégrales  définies  de  fonctions  non  monodromes. 
Proposons-nous  de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale 

(I)  r' ^^ 

^_l       (a72  4_^2)^j__^2 

Si  l'on  enveloppe  les  points  —  i  et  H-  i  d'un  contour  C 
formé  de  deux  petits  cercles  et  de  deux  droites  parallèles  à 

l'axe  des  œ,  la  fonction  placée  sous  le  signe  /  dans  l'inté- 
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grale  (i)  sera  monodrome  dans  toute  l'étendue  du  plan, 
pourvu  que  la  variable  x  reste  toujours  en  dehors  du  con- 
tour C.  L'intégrale  prise  le  long  du  contour  G  sera  donc  égale 


Fis.  21. 


■e 

-1 


a  \J-\ 


+1 


■ay/ 


à  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  circulaire  de  rayon 
infini,  moins  les  résidus  relatifs  aux  points  a  y/ —  i  et —  a  y/ —  i 
multipliés  par  2  tt  y  —  i . 

Evaluons  d'abord  l'intégrale  prise  le  long  de  G;  partons  de 
l'origine  en  prenant  le  radical  égal  à  +  i  ;  le  long  du  chemin 
où  l'intégrale  a  la  valeur 


(2) 


/' 


dx 


(x^-ha^-)  /i  — ^2 


Le  long  du  cercle  décrit  autour  du  point  i,  il  est  facile  de 
s'assurer  que  l'intégrale  est  infiniment  petite;  mais,  après  que 
la  variable  z  a  tourné  autour  du  point  i ,  le  radical  y/ 1  —  œ- 
a  changé  de  signe,  et  l'intégrale  prise  du  point  i  au  point  o  a 
encore  la  valeur  (2).  On  verrait  de  même  que,  le  long  du  res- 
tant du  contour  C,  l'intégrale  acquiert  la  valeur 


-X 


dx 


(;r2-f-a2)  ^i  —  x-2 
l'intégrale  totale  prise  le  long  de  G  est  donc 

dx 


l 


Le  long  du  cercle  du  rayon  infini,   l'intégrale  étant  nulle. 
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l'expression  précédente  sera  égale  à  2Try —  i  multipliée  par 
les  résidus  relatifs  aux  points  a\  —  i  et  —  a  \' —  i  ;  les  valeurs 
absolues  de  ces  résidus  sont 


et 


comme  l'intégrale  proposée  n'est  ni  nulle  ni  négative,  il  faut 
prendre  ces  résidus  avec  le  signe  +,  et  l'on  a 


/ 


dx  TT 


j     (:r2-Ha2^/,_^2        a/i-Ha^ 


D'ailleurs  on  peut  déterminer  les  signes  des  résidus  a  priori 
en  remarquant  que,  l'argument  de  x  le  long  de  l'axe  des  x 

ayant  à  l'origine  été  pris  égal  à  zéro,  il  est  égal  à  -  en  a  y —  i 

,  ,  37r  

et  a  —  en  —  a^  —  j . 

Une  analyse  toute  semblable  à  la  précédente  conduit  à  la 

formule 

+1 


X 


dx  TC 


j    {a  —  x)\/i  —  x"^        \/ cû- 


qu'il  est  facile  de  vérifier  directement,  en  supposant  a  réel 
et  >  1 .  En  différentiant  les  formules  précédentes,  la  première 
par  rapport  à  «2^,  la  seconde  par  rapport  à  a,  on  obtient  des 
formules  utiles.  En  intégrant  la  dernière,  on  trouve 


l 


log^^ -dx  /  /— , 

o  —  X  -      (  a -]- \/ a^  —  1 

71  log 


v/i  —  x'^  v^-^/^^-~ 


XVIII.  —  Formule  de  Frullani. 


C'est  peut-être  ici  l'occasion  de  démontrer  une  formule 
qui  se  rapproche  de  la  formule 


J      f{z)dz=l^f{z)i^ 
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de  Cauchy,  vraie  quand  zf{z)  s'annule  le  long  d'un  demi- 
cercle  de  rayon  infini  décrit  sur  l'axe  des  x  comme  diamètre  ; 
cette  formule,  due  à  Frullani,  permet  d'évaluer  l'intégrale 

r"  o{ax)—t:^{bx)  ^^ 
Jo  ^ 

lorsque  l'intégrale  singulière 

IL 

Je  ^ 

est  nulle  pour  s  =  oo. 

En  effet,  considérons  l'intégrale 


X 


cp(aa7)— cp(o)^^. 


/ 

si  l'on  y  fait  ^  =  -.  elle  devient 

Jo  ^ 

elle  est  donc  indépendante  de  a,  et  l'on  a 

r' fiax)-j(o)  ^^  ^    r-^,^Bx)-,io)^^ 
Jo  ^  Jo  ^ 

ou 

En  supposant  a  >  è,  on  a 
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Si  l'on  fait  £  =  ce,  on  a 

/      j_^ i 11 ^  dcc  =  (9 {o)\oQ hlim   1       i^ dx. 

Telle  est  la  formule  de  Frullani.  Si  l'intégrale  singulière 

Jbe  ^  Je  ^ 

est  nulle,  elle  devient 

Ainsi,  pour  cp(.r)  =  cos^, 

JC"  cos,ax  —  co?,bx    -         ,      b 
[  . '^^log^; 

pour  ^{x)  =  e~^,  on  a 

Jf*      ^-ax  _  e-bx  b 

I         dx=\0£L-' 
0                      ^  « 

La  formule  (i)  peut  s'écrire,  en  remplaçant  cp(^)  par  o\x)^ 

rbeo'(ax)—o'(bx)    ,  ,,    ,,      b         f  ^  o'(x 

I       ni i L^ ^-  dx  =  o  (o)\o2:-  -^   I       -^ — dx; 

intégrons  par  rapport  à  a  depuis  c,  nous  aurons 


s. 


be 


cp(aa7) —  cp(c:r)  —  (a  —  c)o'(bx)x 


X' 


=  (a  —  c)©'(o)log6  — cp'(o)[aloga  — a  —  clogc4-  c] 

a     r  b   roV-r) 


p    Çb   ^'{x 


dx. 


Supposons  que  ^{x)  soit  une  fonction  paire,  en  sorte  que 
?(^-^)-?(g^)  g^j^  fljji  pQ^^j,  x  =  o]  ^'{ax)  sera  impaire  et 


x^ 
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nulle  pour  ^  =  o,  et  la  formule  précédente  s'écrira 


f. 


^'^  o{ax)  —  o(cx) 
X dx 


X 


Jq  X  J  ^     J^  X 

Oq  peut  prendre  s  =  go,  et,  si  l'intégrale 


'0 

est  finie,  on  aura 


ainsi,  pour  cp(^)  =  cos^, 

Jf  *  cosa^  —  coscx    ,  ,  .7: 

I dx  =  —  (a  —  c)  - 


X 


EXERCICES  ET  NOTES. 
1.  On  a 

Jr*    s'inax      T    _  I  e^-+-j  i 

1^      e^Tix  —  I     ^~4e«  — i~2a* 

(Legendre.) 

xdx  —  -—  lo^rfn-  a),  SI  —  i<<2  <  I, 

I — 'lacosx  -^  a^  ^a 

=  -^log(  14-  -  )sia2;>x. 

(  Cauchy.) 

r.      C^         ,    .    far.        j    \     ' 
3.  j      ,.a-ism(^--è^j- 


7C 

9 


\      rdx  TT    „   ,      /,, 


72  +  r^        2 
On  suppose  a,  b,  r,  5  >  o.  (Cauchy.) 


Jq      1  —  2rcos26  4-r2     ^  4     °      4 

On  suppose  ;-  <  i . 
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Pour  trouver  cette  intégrale  par  la  méthode  de  Gauchy,  on  fera 
bien  de  la  transformer  en  posant  tango  =  x.  (Caughy.) 

En  déduire 

'      logsin6c?6  = log2. 

0  -^ 

5.  Pour  r2  <  I,  on  a 

Jf  2"       I  —  r  COS26        ,  -   ,-        TC, 
T^ Io£rtanff6<i0  =  -  log 


TT  ,       I  —  r 


4     °  i  +  r 

(Cauchy.) 
Voir  l'exercice  précédent. 

6.  On  a,  pour  r^  <  i, 


i'-~ 


2  T—  rC0S9,ô  TT,         i-hr 

X -logcosOrfQ  =  -rlog — ;— 

2rC0S26-Hr2       o  4       °        4 

(Cauchy.) 


Fof'r  l'exercice  4. 
7.  Prouver  que 

COS2/l8<^0 


—  2A'cos2e  +  Â:2 
(  Fof'r  Briot  et  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  p.  i48-) 

8.  Trouver  la  valeur  des  intégrales 

^  +  00  -,-1-00 

r        cosax    ,  r        xsmax    , 

I  r   dX,  I  r-   dX. 

9.  Trouver  la  valeur  de  l'intégrale 


r 


e^—e-^ 
^  -;: ;:  dx. 

e-^-T-  e-^ 


10.  Étudier  la  fonction  v/(^  —  i) a?,  et  dire  à  l'intérieur  de  quel» 
contours  elle  reste  monodrome. 


11.  Étudier  la  fonction  \/x  -+-  sj x 
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12.  Soit  çp(^)  une  fonction  entière  de  ^;  si  la  valeur  absolue  de  a 
est  moindre  que  i,  on  a 

si  la  valeur  absolue  de  a  est  plus  grande  que  i,  on  a 

fd^J — ^:^ — -\  =  r%(î^). 

(LiouviLLE,  Journal  de  Mathématiques,  2"  série,  t.  XIX). 
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CHAPITRE  VIL 

INTÉGRATION  PAR  LES  SÉRIES. 


I.  —  Théorèmes  de  Cauchy. 

Rappelons  qu'une  série  est  uniformément  convergente 
(t.  I,  p.  82)  par  rapport  à  x  entre  des  limites  données 
(réelles  ou  imaginaires),  quand,  x  restant  compris  dans  ces 
limites,  on  peut  déterminer  le  nombre  n  de  telle  sorte  que 
la  somme  des/?  termes  qui  suivent  le  A^^''"^,  quel  que  soit/?,  ait 
un  module  moindre  qu'une  quantité  donnée  s,  la  valeur  du 
nombre  n  ainsi  déterminée  étant  d'ailleurs  indépendante  de  x. 

Rappelons  en  second  lieu  que,  si  les  fonctions  de  x  repré- 
sentées parwo?  U\^  •  •  •?  Un,  •  •  •  sont  continues  dans  l'intérieur 
d'un  contour  fermé  simple  C  et  que  si  la  série 

est  uniformément  convergente  à  l'intérieur  du  contour  C,  la 
valeur  ^{x)  de  cette  série  est  une  fonction  continue  à  V in- 
térieur de  ce  contour. 

Premier  théorème  de  Cauchy.  —  Si  les  fonctions  réelles 
Uo,Ui^U2,  .  .  . ,  Un^  .  .  .  ,dex  sont  susceptibles  d'intégration 
entre  les  limites  Xq  et  X  de  x,  si  de  plus  entre  ces  limites 
la  série 

(l)  Çp(a7)=:  Mo+  Mi+.  ..-H  M„  -4-... 

est  uniformément  convergente  et  représente  une  fonction 
cp(^)  susceptible  d'intégration,  si  enfin  on  a 

cco<a  <,b<X, 
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on  aura 

Jpb  ^h  ^h  pb 

f     ^{x)dx  =^   I     Uodx  ~T-  I     Uidx  -h . .  .-\~   j     Undx  -\- . . .. 
a  ^  (t  ^  a  ^  a 

Posons  en  effet 

R„(;r)=  w„+i+  w„+.2-^..  •  ; 

la  série  (i)  étant  supposée  uniformément  convergente  entre 
X(^  et  X,  on  pourra,  entre  ces  limites,  supposer  n  tel  que 
mod  R,2  (^)<;  £,  et  de  (i)  l'on  déduira 

Jf^b  pb  ^b  ^b 

'     o{x)dx  =   I     Uodx  -}- . .  .^  j     u,idx -^   I     'R,i(x)dx. 

Mais  modR/,(^)  étant  moindre  que  £,   mod   /     V^a{pc^d^ 

'-a 

sera  moindre  que  z{h  —  a);  on  peut  donc  le  représenter  par 
8e (^  —  a),  Q  désignant  un  nombre  compris  entre  —  i  et  4-  i , 
de  sorre  que  l'équation  précédente  s'écrira 

Jpb  ^b  pb 

\     ^{x)dx  =   j     Uodx  -^-. . .-+-   I     u,idx-\-^B{b  —  a); 
a  ^  a  'J  a 

si  alors  h  —  a  est  fini,  c'est-à-dire  si  les  limites  de  l'intégra- 
tion a,  h  ne  sont  pas  infinies,  ^t(h  —  a)  pourra  comme  s 
être  pris  aussi  petit  que  l'on  voudra,  et  la  formule  précédente 
deviendra,  pour  n  =  co, 

J^b  pb  pb 

\     ç> ( i«7 ) dx  =    I     wo dx  -h. .  .-\-   I     u,i dx  + , .  . . 
a  '^a  *^a 

G.   Q.   F.   D. 

Pour  bien  démontrer  la  nécessité  de  n'appliquer  la  formule 
précédente  que  dans  le  cas  où  a  et  6  sont  finis,  nous  consi- 
dérerons la  série  uniformément  convergente  entre  o  et  00 

¥  T  T 


(37  4-1)2  (37 -H  2)2  •"  (37-H/l)2      
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[car  le  reste  peut  être  pris  <;  s  en  prenant  n  tel  que 


I  I 


/l2  (Al  4-1)2  ••• 

soit  <^  s],  et  nous  aurons,  en  intégrant  de  ^  à  oo, 


Jf      o{x)dx  = 


résultat  absurde,  puisque  le  second  membre  est  divergent. 


u 


Second  THÉORÈME  DE  Cauchy.  —  Si  les. f onctions  Uq^  U\,  •", 
„,  ...  de  x  sont  synectiques  à  l'intérieur  d'un  contour 


fermé  simple  G,  si  de  plus  la  série 

est  uniformément  convergente  à  l'intérieur  de  ce  contour  : 
1°  Ce  que  l'on  a  déjà  vu,  o(cc)  est  continu^  et  monodrome 

dans  l'intérieur  de  G. 
2"  On  aura 

/     o{x)dx=         uodx-i-...-r-  I    Undx-^..., 

*-'  a  *J  a  J  a 

le  contour  d'intégration  ab   ne  rencontrant  jamais   le 
contour  G. 

3°  Pour  tout  point  x  intérieur  au  contour  G,  on  aura 

d^  _  ^^  _u  ^^  ^^^ 

dx        dx         dx       '  "  '     dx        '  *  "  ' 

et  la  fonction  cp  sera  synectique  dans  le  contour  G. 

En  effet,  la  série  (1)  étant  uniformément  convergente,  on 
peut  prendre  n  tel  que,  quel  que  soit  x  contenu  dans  G, 
on  ait 

ou,  en  appelant  R  (x)  la  quantité  placée  entre  parenthèses, 

(2)  modR(a7;<£, 

L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  ,8 
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et  comme  (i)  donne 
il  viendra 

J/^b  ^b  pb  ^b 

f     <s^{^x)dx  =   j     iio dx -T- .  . . -i-  j     Ufidx -^  j     R{a:)dx; 
a  ^  a  ^  a  ^  a 

mais,  en  appelant  ds  l'élément  d'arc  du  contour  d'intégration 
et  0-  la  longueur  totale  de  ce  contour,  on  a 

^'  -^  dx 


f   R{x)dx=    f    K{x)~d$ 


et,  si  l'on  observe  que  le  module  de  -r-  est  égal  à  un, 


ds 


lod   /     R{x)dx  <C   I      tds 


OU        <C7£. 


L'intégrale   /    Vy.dx  peut  donc  être  représentée  par  8a-£, 

Q  désignant  une  imaginaire  de  module  inférieur  ou  tout  au 
plus  égal  à  un,  et  la  formule  (3)  devient 

J^h  pb  ^b 

I      c^{x)dx  =    I     Uodx-^...-h   I     Ufidx  -h^az. 
Il  ^  a  "J  a 

Si  donc  le  contour  d'intégration  o-  est  de  longueur  finie,  Oo-ô 
pourra  être  rendu  aussi  petit  que  l'on  voudra  et  l'on  aura 

J^b  ^b  ^b 

\     c^{x)dx  =    j     Uodx  -^.  .  .-\-   I     u,idx'-h. .  .; 

de  plus,  si  l'on  prend  pour  contour  d'intégration  un  cercle 
infiniment  petit  décrit  autour  du  point  x  intérieur  au  con- 
tour G  comme  centre,  on  aura 

j  {z-xY  J   (z-xf  J  (z-x)^ 

c'est-à-dire  précisément  (p.  247) 

<icp        duo        dii\  dUfi 

d^  ~   dx  dx        '  '  '        dx 

c.    Q.    F.     D. 
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Remarques.  —  Il  ne  faudrait  pas  se  tromper  sur  le  sens  du 
théorème  précédent.  D'abord  nous  renouvellerons  ici  l'obser- 
vation déjà  faite  que  les  limites  a  et  b  doivent  être  finies  et 
que  l'arc  d'intégration  o-  doit  être  fini.  Mais  il  faut  biea  faire 
attention  qu'il  n'est  permis  de  différentier  une  série  comme 
un  polynôme  que  si  elle  est  uniformément  convergente. 

Il  y  a  cependant  encore  un  cas  dans  lequel  on  peut  diffé- 
rentier les  deux  membres  de  l'équation 

comme  si  le  second  membre  était  un  polynôme  d'un  nombre 
fini  de  termes  :  c'est  celui  dans  lequel  la  série 

duo       dux  du,, 

^  dx  ~^  dx       '  '  '        dx  ~^  '  " 

est  uniformément  convergente;  en  effet,  l'intégration  donne 

/  tj^(a7)<i:r  =Wo -T- i^i-r-- • --^  const.  ;    * 
donc 

/  ^{^x)dx  =  o(^j  -f-  const. 
et,  par  suite, 

Caucby  a  fait  connaître  ses  théorèmes  dans  son  Cours 
professé  à  l'Ecole  Polytechnique.  La  notion  de  convergence 
uniforme  n'intervient  pas  dans  les  énoncés  qu'il  en  a  donnés  ; 
mais,  certainement,  il  n'y  avait  pas  pour  l'illustre  auteur  de 
doute  à  cet  égard,  ses  démonstrations  supposant  implicite- 
ment l'uniformité  de  la  convergence.  Il  ne  considérait  évi- 
demment pas  comme  réellement  convergentes  les  séries  qui 
ne  l'étaient  pas  uniformément,  et  nous  pourrons  dire  à  ceux 
qui  voudraient  voir  ici  Gauchy  en  défaut  ce  que  M.  Clebsch 
disait  de  Jacobi,  à  propos  d'une  légèreté  qui  lui  avait  été 
attribuée  :  Jacobi  wâre  dock  nicht  so  kurzsichtig  gewesen. 
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II.  —  Extension  du  théorème  de  Cauchy. 
Nous  avons  vu  que,  si  le  long  du  contour  ab  la  série 

(l)  Uq{x)-^  Ui{x)-\-.  ..-\-Un{x)-^...=f{x) 

était  uniformément  convergente,  on  avait 

J^b  pb  pb 

f     Uodx -^   I     Uidx  -^ . .  .=    I    f{x)dx. 
a  *^  a  'J  a 

Notre  démonstration  suppose  la  série  (i)  uniformément  con- 
vergente même  pour  ^  =  a  et  .r  =  6,  au  moins  en  apparence  ; 
mais  cette  condition  n'est  pas  toujours  nécessaire,  et  si  : 
1°  la  série 


J'      uç^dx -^   I     Uidx  ~\-. .  .=  (f(x 


est  telle  que,  le  point  h  —  h  étant  sur  le  contour  d'intégration, 

on  ait 

lim[co(6)  —  çp(è  —  A)]  — o     pourA  =  o; 

2°  si  la  fonction y(^)  ne  devient  pas  infinie  pour  ^  =  6,  on 
aura  encore  la  relation  (2),  lors  même  que  la  série 

Uo{b)-{-  Mi(6)-f-.  . . 

serait  divergente.  En  effet,  le  point  x  étant  situé  entre  a  et 
b,  on  a 

J'      Uodx-^  j     u^dx  —  .  .  .=    i     f{x)dx, 

et,  cette  formule  étant  vraie,  quelque  voisin  que  x  soit  de  b^ 
elle  aura  encore  lieu  pour  ^  =  6,  les  limites  de  ces  deux 
membres  étant  les  deux  membres  de  (2). 

Théorème.  —  Lorsque  la  série 

ao  +  «i^-i--  . .-  -anX""^. .  .~f{x) 

est  convergente  pour  une  valeur  ^  =  p  dont  le  module  est 
R,  on  a,  en  appelant  ^  —  a  une  valeur  de  x  voisine  de  p, 
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mais  intérieure  au  cercle  décrit  de  U origine  comme  centre 
avec  un  rayon  Vl, 

lim[/(P— a)— /((3)]  =0     poura=o. 

Posons  en  effet 

n  00 

0  77-+-1 

nous  aurons 

Par  conséquent 

/(P)-?(P)  +  i>(^), 

et 

(3)    /(p_a)-/(.3)=cp(P-a)-cpO)  +  ^(P-a)-^(P); 
or  on  a,  pour  ^  =  [3  —  a, 

si  nous  supposons  que  p  — ^  a  et  [^  aient  le  même  argument  (ce 
qui,  dans  le  cas  général,  est  à  peu  près  exact),  on  aura 

modt];(a7)     ou     mod4;(  ^  —  a)<  M  I  ^— ^^ — j 

M  désignant  la  plus  grande  des  quantités 

il  en  résulte  que 

mod[4;([3-a)-^({3)]<2M; 

la  formule  (3)  devient  alors 

/(P-^)-/(?)=?(?-a)--?(?)-20M, 

8  désignant  une  quantité  de  module  inférieur  à  un.  Or,  en 
prenant  n  suffisamment  grand,  M  peut  être  rendu  moindre 


278  CHAPITRE    VII. 

qu'une  quantité  donnée  e;  et,  en  faisant  a  suffisamment  voisin 
de  zéro,  on  pourra,  après  avoir  choisi  /i,  prendre 

cp(P-a)-cp(P), 

tel  que  son  module  soit  inférieur  à  s;  la  formule  précédente 

donnera  alors 

mod[/(P-a)-/(P)]<3£; 

donc 

lim[/(P-a)-/(P)]  =  o. 

Mais  nous  avons  supposé  [^  et  (^  —  a  de  même  argument; 
soit  alors  a!  un  infiniment  petit,  tel  que  j^  —  a'  soit  de  module 
moindre  que  p,  on  peut  prendre 

/(P-a)-/(?-a')<B, 

/(l^-«)-/(P)<^; 

donc 

lim[/(p-a')-/(P)]=o. 

G.   O.   F.   D. 

III.  —  Sur  la  continuité  des  fonctions  représentées  par  des  séries. 

Lemme.  —  Soient  U\{x),  U2{x),  ...,  Un{oo)^  ...  des 
fonctions  de  x  synectiques  à  Vintérieur  d'un  contour 
fermé  simple  G.  Supposons  la  série 

(i)  ^^l^- i^2-H...+  î^/z  +  --.=/(^) 

convergente  à  V  intérieur  de  ce  contour  ;  la  série 

sera^  quel  que  soit  t  pour  a  entier  >  i;  uniformément  con- 
vergente à  Vintérieur  du  contour  G,  pourvu  que  le  coeffi- 
cient de  \J —  I  dans  t  reste  fini. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  ^ne  soit  aucun  des  entiers 
I,  2,  3,  .  .  . ,  72,  .  . . ,  positifs,  la  série 
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est  convergente;  il  y  a  plus,  elle  est  absolument  conver- 
gente, c'est-à-dire  qu'elle  ne  perd  pas  sa  convergence  en 
remplaçant  ses  termes  par  leurs  modules,  et,  en  effet,  en 
appelant  p  et  to  le  module  et  l'argument  de  t^  cette  série  des 
modules  est 


a     '  a 

(i  —  ip  cosw  -T-  p2)"^  {n'^  —  2«pCOSW-t-p2)2 

elle  a  ses  termes  moindres  que  ceux  de  la  série 


(i_p)a        (2-p)^  {ri  —  ^)y- 

ou  au  moins  à  partir  d'un  certain  rang  de  la  série 
II  1 

Ta  "^  ^  "^  ■  •  •  ~  /i a  "^  •  •  •  ' 

en  faisant  commencer  la  série  (3)  à  partir  d'un  terme  conve- 
nable. Cette  série  (3)  restera  encore  absolument  convergente 

en  multipliant  tous  ses  termes  par  I  .    )    ;  si  1  on  con- 

\     IT.s/ —  I     / 

sidère  la  série  des  modules  des  termes  de  la  nouvelle  série  et 
qu'on  en  multiplie  les  termes  respectivement  par  vaoàu^, 
moàu2,  .  .  . ,  vaoàun,  •  •  • ,  qui  sont  des  nombres  qui  restent 
au-dessous  d'une  limite  fixe  et  même  qui  tendent  vers  zéro, 
on  obtiendra  une  nouvelle  série  convergente  a  fortiori.  Cette 
nouvelle  série  est  celle  des  modules  de  la  série  (2),  qui  est 
donc  absolument  convergente  et  représente  une  fonction 
synectique. 

Cette  conclusion  est  encore  exacte  quand  t  est  entier.  En 
effet,  si,  par  exemple,  t=^i,  on  peut  faire  abstraction  du 
deuxième  terme  de  la  série  (2);  notre  raisonnement  prouve 
que  la  série  (2)  ainsi  modifiée  est  absolument  convergente; 
le  terme  supprimé  est  fini  pour  ^  =  2  :  la  série  (2)  elle-même 
est  donc  absolument  convergente. 


28o 


CHAPITRE    VII. 

Posons  maintenant 


(4)  ^{cc,  t) 


en  d'autres  termes,  appelons  ^{x,  t)  la  valeur  de  la  série  (2). 
La  valeur  de  la  série  (i)  ou  f{x)  sera  donnée  par  la  formule 

f{x)  =  ^{x,  i)+^{x,  2)-f-...4-4;(;r,  71)  +  ,.., 

et,  si  l'on  fait  attention  que  '|(^,  ji)  est  le  résidu  relatif  au 

point  n  de     ^ ^^,    '     2711  —  i, 

t  =  n 

ou  bien 

(5)  /(.)=rJi^rf,, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  rectangle  infiniment  allongé 
dont  les  sommets  auront  pour  coordonnées  -f-  00  et  s,  Xq  et  s, 
Xq  et  —  £,  Goet  —  £,  Xq  désignant  un  nombre  compris  entre  o 
et  I  et  £  un  nombre  positif  fini;  la  formule  (5)  peut  alors 
s'écrire 


/( 


(6)    ' 


Je  dis  que  les  intégrales  qui  figurent  dans  cette  formule 
sont  des  fonctions  continues  de  x  et  que  l'on  peut  leur  appli- 
quer les  règles  de  la  différentiation  sous  le  signe  /  ;  il  ne  peut 

y  avoir  de  doute  à  cet  égard  que  pour  celles  qui  ont  une  limite 
infinie.  Considérons  donc  l'une  d'elles 


/■ 


g27l(«\/-H-s)  _1  ' 
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qui  devient,  en  remplaçant  ^  par  sa  valeur  déduite  de  (4), 


/2 


re27r(/v/=I+£)_il^-^ 
[iT.it  ^—i  —  n  /— 1+  £jj 


En  remplaçant  t  par  -?  cette  intégrale  devient 


»^0 


[■^"(-*v/-.-«^-.  +  ^)] 


la  fonction  placée  sous  le  signe    /  n'est  jamais  discontinue  si 

l'on  prend,  par  exemple,  a  =  4?  même  pour  ^  =  o  ;  et  la  série 
soumise  à  l'intégration  est  toujours  uniformément  conver- 
gente; la  dérivée  relative  à  ^  de  la  quantité  placée  sous  le 

signe  /  est  également  toujours  finie;  les  intégrales  qui  figu- 
rent dans  la  formule  (6)  sont  donc  continues,  et  on  peut  leur 
appliquer  les  règles  de  la  différentiation  sous  le  signe    /  • 

L'application  de  ces  règles  revient  à  y  remplacer  ?/<  (.r), 
U2{x),  ...  par  u^{x)^  w'.,(^),  ...,  et  l'on  constate  alors 
qvLQ  la  valeur  de/'(^)  est  précisément 

On  verrait  de  même  que  j  f{x)dx  est  égal  à 

/  Ui  dx  -h  I  U2  dx  -f- . . .  -4-  /  u,i  dx  H- . . . , 

pourvu  que  le  contour  d'intégration  ne  sorte  pas  de  l'aire 
limitée  par  le  contour  C  et  ne  rencontre  pas  ce  contour.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soient  w<,  Wo,  •  •  -.  Un-,   .  •  •   des  fonctions 
de  X  synectiques  dans  Vaille  circonscrite  par  le  contour 
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simple  G;  si  la  série 

est  convergente  à  U intérieur  de  cette  aire  : 

i^  La  série  (i)  représente  une  fonction  synectique  dans 
cette  aire. 

2"  V intégrale  de  cette  fonction  prise  le  long  d'un  con- 
tour intérieur  à  cette  aire,  ou  la  dérivée  de  cette  fonction 
à  l'intérieur  de  cette  aire,  s' obtiendront  en  intégrant  ou 
en  différentiant  tous  les  termes  de  la  série. 

On  a  trouvé 

,    .  X         .  sin2^  ^\nnx 

(2)  -  =  sina?  H- 


2  2 


mais,  bien  que  pour  des  valeurs  quelconques  de  x  le  second 
membre  soit  continu,  on  n'a  pas  pour  des  valeurs  de  x  ren- 
dant ce  second  membre  continu  le  droit  de  prendre  les  déri- 
vées, ce  qui  donnerait  le  résultat  absurde 


i  =  cos^ 


le  second  membre  étant  divergent,  parce  que  la  série  (2)  n'est 
pas  convergente  dans  une  aire,  mais  seulement  sur  l'axe 
des  X. 

IV.  —  Calcul  des  intégrales  par  les  séries. 

Lorsque  les  moyens  que  nous  avons  indiqués  jusqu'ici  pour 
le  calcul  des  intégrales  définies  ne  peuvent  pas  s'appliquer  à 
l'évaluation  d'une  intégrale  donnée,  on  essaye  de  la  déve- 
lopper en  série.  A.  cet  effet,  on  développe  la  quantité  placée 

sous  le  signe    /  en  une  série  de  termes  que  l'on  sait  intégrer, 

et  pour  cela  il  y  a  en  général  plusieurs  moyens. 

Il  semble  que  cette  règle  ne  s'applique  pas  au  cas  où  les 
limites  de  l'intégrale  qu'il  s'agit  d'évaluer  sont  infinies,  mais 
toute  intégrale  prise  entre  des  limites  infinies  peut  se  ramener 
par  un  changement  de  variables,  et  cela  de  bien  des  manières. 
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à  une  autre  prise  entre  des  limites  finies;  on  voit  donc,  en 
revenant  des  nouvelles  variables  aux  anciennes,  que  l'on  aura 
en  général  le  droit  d'appliquer  la  règle  d'intégration  par  les 
séries  au  cas  où  les  limites  de  l'intégration  sont  infinies.  Cette 
conclusion,  toutefois,  tombe  en  défaut  lorsque,  par  suite  du 
changement  de  variable,  la  série  à  intégrer  perd  sa  conver- 
gence; par  exemple,  la  série 

dx  dx  dx 


{V^XY  (2-i-a7)2  (3+^)2 

perd  sa  convergence  pour  ^  =  o,  quand  on  pose  ^  =  -;  elle 
devient  en  effet 

dz  dz  dz 


(1  +  ^)2  (2^^-1)2  (3^-f-l)-'' 

et  l'on  ne  peut  pas  intégrer  la  série  proposée  entre  i  et  oo. 

Nous  ferons  dans  la  suite  un  grand  nombre  d'intégrations 
par  les  séries.  Je  vais  choisir  ici,  comme  type  de  calcul,  féva- 
luation  d'une  intégrale  très  célèbre  et  que  l'on  rencontre 
souvent  dans  la  théorie  des  Probabilités  et  dans  certaines 
questions  de  Physique  :  je  veux  parler  de  l'intégrale 


dx. 


Une  première  méthode  consiste  à  remplacer  e  ^''  par  son 
développement;  on  a  alors 


"X 


x'*  .  x^"-  >    , 

rr: .  .  .  ]  dx 


.1.1 


OU,  en  intégrant  chaque  terme, 

x^  x^  x"^ 


I  — 


1.3        1.2.5        1.2.3.7 


cette  série  est  très  convergente  pour  des  valeurs  de  x  infé- 
rieures à  l'unité,  mais  elle  l'est  d'abord  fort  peu  pour  des 
valeurs  un  peu  considérables  de  cette  variable.  Voici  une 
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méthode  qui  conduit  à  un  résultat  très  convergent  quand  x 
est  plus  grand  que  l'unité  :  posons 

f      e--^"^  dx  =    I      —  e-^'  IX  dx\ 

en  intégrant  par  parties,  on  a 

IX  J^  2372 


IX  ^x^ 

g_x^       g_^.^    g-x^t.3.5         r"      ..,1.3.5 

2  37  4373  8375 


r"    ,,,  1.3.^ 


Si  X  est  un  grand  nombre,  u'  se  développe  en  une  suite  de 
termes  d'abord  rapidement  décroissants,  mais  l'intégrale  qui 
joue  le  rôle  de  reste  finit  par  croître  ;  si  l'on  arrête  la  suite  à 
ce  moment,  on  peut  obtenir  la  valeur  de  u'  avec  une  très 
grande  approximation  ;  on  a  alors 

u—   I      e-^'dx—  j      e-^-dx  =  iJl  —  u'. 
D'ailleurs,  dans  la  suite  u' ^  le  reste  contient  l'intégrale 

dont  on  trouve  une  limite  supérieure  en  la  remplaçant  par 

.    /*"    dx               e-^'          I 
^         /      -« — 7     ou 

J^        ip2«+l  372^+2    (2/1+2) 

Laplace  a  donné  un  autre  moyen  de  calculer  l'intégrale  en 
question;  en  la  désignant  toujours  par  w,  on  a 

u—    I     e-x'dx —   / 
Posons 


e-^'-dt. 

X 
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on  en  conclut,  en  représentant  les  dérivées  par  des  accents, 

ou 

(i)  U'=2a7U  — i; 

difFérentiant  n  fois  les  deux  membres,  on  trouve 

de  (i)  on  tire 


et  de  (2) 

Wn)  in 


1JÛ)         ^^       ^-^  [JÛT 

Cette  formule  et  la  précédente  donnent  successivement 

U  = ^ 

1 
IX  -\ — 


U'- 

T 

2 


IX 


2^— -p' 


IX 


4 

IX  -A ,, 


IX 


Tel  est  le  développement  en  fraction  continue  de  la  fonc- 
tion U,  et  qui  fournit  la  méthode  la  plus  avantageuse  pour 
le  calcul  de  la  fonction  U,  lorsque  x  est  très  grand. 

Voici  une  Table  des  valeurs  les  plus  employées  de  la  fonc- 
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tion  — -    /     e"^'dx^  Table  qui  est  surtout  utile  aux  personnes 
qui  s'occupent  du  Calcul  des  probabilités  : 


X  = 

7-.i  -^'"^ 

0 

G 

I 

0,8427008 

1,1630872 

0,9 

1,821 386^ 

0,99 

2,3276754 

o>999 

2,7510654 

0,9999 

3 

0,99997 

00 

I. 

V.  —  Série  de  Bernoulli. 

Si,  dans  la  formule  de  Taylor 

/(:r+A):^/(^)-i-A/'(^)+— /'(^)  +  ..., 

on    fait    h  ^=^  —  ^,    on    trouve,    en   échangeant    les   termes 

/(;r-+-A)et/(^), 

/(^)=/(o)  +  ^/'(^)--^/"(^)+7^r(^)----; 

c'est  la  formule  dite  de  Bernoulli.  Mais  cette  formule  n'est 
autre  chose  que  celle  que  fournirait  l'intégration  par  parties 
def'{x)dx.  En  effet, 

/    f'{x)dx  =  xf'{x)—  I  xf"{x)dx 

La  formule  de  Bernoulli  est  donc  loin  d'avoir  aujourd'hui 
l'importance  que  pouvait  lui  attacher  son  auteur;  mais  il 
convenait  de  la  signaler,  parce  que  son  invention  a  précédé 
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celle  de  la  formule  de  Taylor,  ou  tout  au  moins  la  publicité 
de  cette  dernière  formule. 

Sans  préciser  les  limites  entre  lesquelles  doit  se  faire  l'in- 
tégration, on  peut,  comme  nous  l'avons  vu  au  paragraphe  pré- 
cédent, par  une  répétition  indéfiniment  continuée  de  l'inté- 
gration par  parties,  obtenir  une  série  qui  pourra  diverger  ou 
converger  suivant  les  cas,  ou  qui  pourra  donner  une  valeur 
approchée  de  l'intégrale  en  convergeant  seulement  dans  ses 
premiers  termes  pour  diverger  dans  la  suite. 

VI.  —  Application  au  développement  de  quelques  fonctions. 

On  sait  que  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  du  module  de  x 
inférieures  à  l'unité, 

(i) =1  —  ^  +  372  — .  .  .±ic«i-.  .  .; 

le  second  membre  de  cette  formule  est  uniformément  con- 
vergent pour  toutes  les  valeurs  de  x  contenues  dans  un  cercle 
de  rayon  un  décrit  de  l'origine  comme  centre  (t.  1,  p.  34), 
mais  non  pas  sur  la  circonférence  de  ce  cercle.  Considérons 
un  contour  intérieur  à  ce  cercle  de  longueur  finie,  joignant 
l'origine  au  point  x,  et  intégrons  les  deux  membres  de  la 
formule  (i)  le  long  de  ce  contour;  nous  aurons,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  telles  que  modx  <C  I5 

(2)  \og{i  -\-  x)  =  X  — 


Q.         3  n-^  i 


et  la  valeur  de  log(i  -t-  x)  qui  figure  dans  le  premier  membre 
a  pour  coefficient  de  y — i   l'argument  de  (1  +  ^)  compris 


t: 


entre ^  et  -t-  -:  en  effet,  x  variant  à  l'intérieur  du  cercle 


2  2 


de  rayon  uii,  décrit  de  l'origine  comme  centre,  à  partir  de  zéro, 
l'argument  de  i  -\- x  ne  peut  prendre  des  valeurs  différant 
entre  elles  de  plus  de  tz  et  même  de  ir.  Si  donc,  pour  x  =^  o, 
on  prend  arg(i  -\-  x)=^  Oj  jamais  arg(i  +  x)  ne  prendra  de 
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valeurs  supérieures  à  -  ou  inférieures  à  —  -,  et  la  valeur 

delog(i  +.r)  qui  figure  dans(i),  devant  s'annuler  pour  ^3=0, 
doit  avoir   sa   partie    imaginaire,   qui  est  y/ — iarg(i-|-^), 

comprise  entre ^  et  -f-  -•  La  formule  (2)  a  encore  lieu 

pour  X  =  1  (p.  276)  et  donne 


1  III 

I 


■b"      '       .3 


Considérons  encore  l'équation 

1  +  372  -î-  ' 

qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  de  module  moindre 
que  un;  le  second  membre  est  uniformément  convergent  sur 
tout  contour  intérieur  au  cercle  de  rayon  u/i  décrit  de  l'ori- 
gine comme  centre;  alors,  en  intégrant  le  long  d'un  contour 
terminé  aux  points  o  et  ^,  intérieur  au  cercle  de  convergence, 
on  aura 

(3)  arctanga7  =  a7 —  — 


3 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  moindre 
que  un.  La  valeur  de  arctang^r  qui  figure  dans  le  premier 
membre  est  définie  par  cette  condition  que,  pour  ^  =  o, 
arctang^  — -  o  et  que  la  valeur  que  prend  arctang^  au  points, 
qui  doit  être  de  module  moindre  que  uji,  s'obtient  en  faisant 
varier  x  d'une  manière  continue  sans  lui  faire  rencontrer  la 
circonférence  de  rayon  un  décrite  de  l'origine  comme  centre, 
circonférence  à  l'intérieur  de  laquelle  arctang^  est  mono- 
drome.  Pour  ^  =  i ,  la  formule  (3)  donne  (p.  276) 

-TT     _  T  r  T 

357 

cette  formule,  très  peu  convergente,  est  tout  à  fait  impropre 
au  calcul  de  tt.  La  formule  (3)  convenablement  transformée 
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fournit,  au  contraire,  un  moyen  très  rapide  pour  le  calcul  de 
cette  transcendante.  Il  est  facile  de  constater  que  l'on  a 

TT  I  I 

(4)  7  ~  4  arctang-  —  arctang--—  • 

En  effet 

a 

T                          5  5 

1  arc  tang-  —-  arctang =:  arctang  -    -, 

10 

,  ^  I  T2  120 

4  arctang-  -—  arclang— — -— -  ==  arctang  — 
0  2  r)  ^  '  9 

'~  M4 


arc  tans:  (  i  -i 

119, 


J  TZ  ^  IIQ  I 

4  arctangT  —  7  =  arctang — -  =  arctang--: 

i)       4  "^         120  ^39 

^""  ^9 

d'où  l'on  tire  la  formule  (4)- 

La  formule  (3)  appliquée  aux  fonctions 

I  T 

arctang-     et     arclang--- 
5  ^^9 

donne  alors 

t:  ^      /i r_        _2_  _ 


289        3.2893        5.239^ 

7  est  donc  la  somme  des  valeurs  de  deux  séries  très  conver- 
4 

gentes. 

La  formule  (2),  d'après  ce  que  l'on  a  vu  (p.  176  et  sui- 
vantes), a  encore  lieu  pour  mod^  =1  i,  pourvu  que  le  second 
membre  soit  convergent,  et  l'on  a  alors,  en  faisant 

ce  r=  cos6  -f-  y/— I  sin6, 

log(i  -;-  cosO  -r-  \/ —  1  sin  0) 

f.         / — -    .    f.       cos20-4-v/ — isin26 

=  cos6 -!- y/— I  sinO H- .  .  . 

2 

L.  —  Traité  d'Analyse,  IIJ.  10 
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OU,  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  y/ —  i  et  les 
termes  indépendants, 

COS26        cos3  6 
losl(i-^cos«)2  +  sin"^«  I  =  cosU  — 
•1 


log[(i-^cos6)2  +  sin2  6]  =  cos6 h 


sinO             .    f.        sinaô        sin3  6 
arc  tan  ff ^  =  sinU H —  —  •  •  •; 

A 

c'est-à-dire  en  observant  que  l'argument  -  de  i  +  ^  est  com 

pris  entre et  H — ? 

6             ^       COS2O        cos36 
log2  cos  -  =  cosb  — -\ V. .  •  • } 

sin^ô        sin3  6 


=  sinô  — 


3 

Ces  formules  supposent  9  compris  entre  —  tc  et  +  tt.  On  voit, 
par  exemple,  que  la  seconde  formule  ne  saurait  convenir  à 
toutes  les  valeurs  de  0,  puisque  le  second  membre  ne  change 
pas  quand  Q  augmente  de  27:,  tandis  que  le  premier  change 
évidemment. 

Nous  retrouverons  ces  formules  dans  un  autre  Chapitre 
et  nous  y  verrons  l'explication  de  cette  espèce  de  paradoxe. 

VII.  —  Sur  la  résolution  des  triangles  par  les  séries. 

Reprenons  la  formule  (2)  du  paragraphe  précédent;  en  y 
changeant  x  en  —  (rcosB  +  r y/ —  i  sinQ),  elle  devient,  en 
vertu  de  la  formule  de  Moivre, 

log(i  —  r  cos6  —  r  y/  -  1  sin6) 

/         .        / .    a\        r2(cos2G-+- \/— I  sin9,0) 

=  —  r(cos  e-T- y/— isinOj ^ .  •  • 

ou  bien,  en  séparant  les  quantités  réelles  et  imaginaires, 

-  log(i  +  r^—  2/'cos6) 
^'^  1  rcosO        r2cos2e        r3cos36    , 


(2)    arctang 


I  2  3 

rsin6  rsinô        r2sin2  6    ,    r3sin3  0 


1  —  r  cos' 
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le  premier  membre  de  cette  dernière  formule  doit  être  censé 

compris  entre et  H Posons  maintenant  r  =  -:  en 

supposant  6  <  a,  on  a 

-  Io2fa loo-(a2+  62  —  2.ab  cosO)  —  -  cos6  -f-  — -  COS26  -\-. . ., 

6  sine  b    .    ^         ^^      .       A 

(3  )  arc  tan  jr- , tt  =  —  sinO  h sinaO  -i-. . .: 

^    ^  "^a  —  bcos^        a  'la'^ 

la  première  de  ces  formules  peut  s'écrire 


(4) 


-  log(a-  -H  ^2  —  Q^ab  cosô) 


f        =  _  lo»a  —     —  cosO -; ^cos20-j-... 

\  1      ^  \a  2a2  J 


elle  fait  connaître  le  logarithme  du  troisième  côté  d'un  triangle 
ayant  pour  côtés  a,  6,  l'angle  compris  étant  0.  Cette  formule 

•  1  b 

sera  avantageuse  si  le  rapport  -  est  petit. 

La  formule  (3)  fait  connaître  l'angle  opposé  au  côté  b  dans 
le  même  triangle  ;  en  appelant  B  cet  angle,  il  est  facile  de  voir 

en  effet  que 

„  6  sin6 

^  a  —  bcosb 


VIII.  —  Résolution  de  l'équation  tang^  =  m  tang a. 

On  a  souvent  besoin  de  résoudre  cette  équation,  en  parti- 
culier en  Astronomie  quand  on  veut  projeter  un  arc  de  grand 
cercle  sur  un  autre.  Dans  ce  cas,  a  étant  l'arc  à  projeter,  z  sa 
projection,  G  l'angle  de  l'arc  et  de  sa  projection,  on  a 

(1)  lang^  =  tanga  cosG 

et  m  =  cosC. 

La  formule  (2)  du  paragraphe  précédent  donne  la  solution 
de  Téquation 

(2)  tang^  =  m  tanga; 
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on  a,  en  changeant  z-  en  a  —  x, 

tang(a  —  x)  =  m  tanga 
OU 

tan{r(  a  —  a?) 

=  m. 

tanga 

OU 

tanga  —  tang(a  —  x)  _  t  —  77i 
tangoi  H- tang(a  —  x)        i-\-m 
OU 

sin:r  i  —  m 


siii{i7.  -T-  x)        i-i-ni' 
d'où  l'on  déduit 


m    . 
—  sin2a 


lans;:^ 


m 

— -  cos2a 


Si,  dans  la  formule  (2)  du  paragraphe  précédent,  on  fait  alors 


on  trouve 


r=  et         0  =  2a, 


I  —  m    .  /i — m\2sin4a 

x=  sinaa + 


i  -\-  m  \i-T-  m  /       2 


c'est-à-dire,  en  remplaçant  x  par  a  —  z, 


T  —  m    ,  1/1  —  m\-  .     . 

z  =.a  — sin  2  a  —  i sin  4  a  — ...  ; 

H-  m  ^  \  I  -H  ;«  / 


si  l'on  fait  m  =  cos  C,  on  trouve 


-^=ianff2iG, 


et  la  solution  de  l'équation  (i)  est  donnée  par  la  formule 

z  =  à  —  tang2|  G  sin 2 a  —  1  tang'^jG  sin  4  a  — 

Cette  formule  a  été  donnée  par  Lagrange  dans  les  Mémoires 
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de  V Académie  de  Berlin.  Elle  fait  connaître  rapidement  z 
quand  l'angle  G  est  petit.  Dans  ce  cas,  on  a  très  approxima- 
tivement 


C2   . 
z  =  a y  sin2a. 


IX.  —  Formule  du  binôme. 


L'intégration  ou  la  différentiation  permet  souvent  de  som- 
mer les  séries.  Considérons,  par  exemple,  la  série 


m  niiin  —  r)     , 


qui,  pour  x  réel  et  moindre  que  i,  représente  (i  +  xy^\  en 
différentiant  cette  série  uniformément  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  inférieur  à  un,  on  a 


dv        T)i        m  (m  —  i)  7n(  m — \)(m  —  2^     , 

-f-  = \ ^ X  H x^- 

dx         \  I  1.2 


OU 


dx  I  1.2 


si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  ^  +  i,  il  vient 


on  en  tire 


ou 


c'est-à-dire 


dy  _  m  dx 

y    ~  i-h  .r 

logjK  =  rn  log(i  -f-  ^)  -H  const., 

j^  =  (i  +  ^)/«K, 


K  désignant  une  constante  que  l'on  trouve  égale  à  un,  si  l'on 
observe  que,  pour  ^  =  o,  on  a  ^  =  i  et  si  l'on  convient  de 
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prendre  la  valeur  de  (i  -{-  x)^,  qui  pour  ^  =  o  se  réduit  à 
l'unité  (  ^  )  ;  on  a  donc 

I  1.1 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  telles  que 
moda:<ri. 


X.  —  Théorème  de  Cauchy  sur  le  développement  des  fonctions. 

Soitf(x)  une  fonction  qui  j^este  monodrome,  monogène 
finie  et  continue  {ou  synectique)  à  l'intérieur  d'un  cercle 
de  rayon  R  décrit  de  V  origine  comme  centre,  cette  fonction 
sera  développahle par  tous  les  points  intérieurs  à  ce  cercle, 
en  série  convergente,  par  la  formule  de  Maclaurin. 

Pour  le  démontrer,  nous  partirons  de  la  formule  déjà  citée 
tant  de  fois 

(0  /(^)=  \=Ç^^dz, 

et  dans  laquelle  nous  supposerons  l'intégrale  prise  le  long 
du  cercle  de  rayon  R,  ou,  si  l'on  veut,  d'un  cercle  con- 
centrique à  celui-là  et  de  rayon  un  peu  moindre  que  R. 
Alors,  X  étant  intérieur  au  contour  d'intégration,  on  aura 
mod^  <<  mod^,  et  l'on  trouvera  en  série  uniformément  con- 
vergente 

I  \  X         x'^  X"- 

Z  —  X        z         z'^         z'^     '   '  "        z^-^^        '  '  *  ' 


par  suite,  (i)  deviendra 


^^^>=^-^/^^--^"Kï    - 


X  X"- 

—     -+-..    .H 7 

2  z.n+1 


(*)  Ceci   manque  peut-être  un  peu  de   clarté,   mais    nous  reviendrons 
bientôt  sur  ce  sujet. 
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OU 

/      X  2TC  V/ I    Lt/ 

(2)    { 


2TC  y/ —  I  '  -''  '^ 


Or,  d'après  une  formule  connue  (p.  347), 


OU,  pour  x  ^=Oy 

^  ,  ,     1.2.3. ../z  rfiz-)  , 

la  formule  (2)  donne  alors 

(3)  /(.r)=:/(0)+^^^4^+...+  ^-  ^      ^^^ 


i  .i.i. .  .  ri 


C'est  la  formule  de  Maclaurin  dont  la  convergence  est 
assurée,  sans  qu'il  soit  besoin  d'examiner  si  le  reste  tend 
vers  zéro. 

La  fonction  e^,  les  fonctions  sin.r,  cos^,  .  .  .  sont  sjnec- 
tiques  dans  toute  l'étendue  du  plan  :  donc  elles  sont  déve- 
loppables  suivant  les  puissances  de  x,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X,  ce  que  l'on  savait. 

Les  fonctions  rationnelles  restent  synectiques  tant  que  leur 
dénominateur  ne  s'annule  pas;  elles  seront  donc  dévelop- 
pables  tant  que  le  module  de  la  variable  restera  inférieur  au 
module  de  la  racine  du  dénominateur  qui  a  le  plus  petit 
module. 

Log^r  ne  sera  pas  développable  par  la  formule  de  Maclau- 
rin, parce  qu'il  cesse  d'être  synectique  pour  x  =  0,  .... 

Réciproquement,  si  une  fonction  est  développable  en 
série  de  la  forme 

convergente^  elle  est  synectique. 
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On  sait  en  eiret,  par  le  théorème  d'Abel,  que  la  série  (S), 
étant  convergente  pour  une  certaine  valeur  du  module  de^,  est 
convergente  pour  tout  module  moindre,  et  que,  pour  chaque 
valeur  de  x  ainsi  choisie,  elle  représente  une  fonction  con- 
tinue et  finie.  On  sait,  par  le  théorème  de  la  page  2^3, 
equ'ell  a  une  dérivée;  donc  elle  est  synectique  à  l'intérieur 
du  cercle  de  convergence. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  développement  de  /(^)  ne  peut 
pas  se  faire  de  deux  manières  différentes;  il  a  donc  lieu  sui- 
vant la  formule  de  Maclaurin. 

XI.  —  Formule  du  binôme. 

La  fonction  (i  4-  ^)'^,  quel  que  soit  m,  est  nionodronie, 
mono  gène,  finie  et  continue,  pour  toutes  les  i^aleurs  de  x 
dont  le  module  est  inférieur  à  un,  c'est-à-dire  comprises  à 
l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  un  décrit  de  l'origine 
comme  centre  {mais  non  sur  la  circonférence  de  ce  cercle). 

En  effet,  on  a 

(A)         (i  -T-  ^)'«  =  [mod(i  -'-  x)]'"(cos/?za  -\-  sj —  i  sinma)  ; 

a  désignant  l'argument  de  \^  x,  le  module  de  i  +  .r  et  sa 
puissance  m^  sont  bien  déterminés  pour  toutes  les  valeurs 
de  x\  mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu  (p.  220),  l'argument  a  de 
I  -j- X  n'est  monodrome  qu'à  l'intérieur  des  contours  qui  ne 
contiennent  pas  le  point  —  i  ;  donc  cet  argument,  et  par  suite, 
en  vertu  de  la  formule  (A),  la  fonction  (i  -\-  x)^^  sera  mono- 
drome à  l'intérieur  du  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre 
avec  un  rayon  un,  puisque  ce  cercle  ne  contient  pas  le  point 
—  I.  Donc  : 

(  I  -f-  x)"^  est  développahle  par  la  formule  de  Maclaurin 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  moindre 
que  un. 

En  posant 
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on  a 

f'i{x)=  m{m  —  i) .  .  .  {m  —  n  -r-  i){i  -\-  x)"^-" , 

fri  (  o  )  —  m{jn  —i) . .  .(m  —  n  -'-  i), 
et  la  formule  de  Maclaurin  donne 

',  ni{m  —  1)     , 


(I) 


{\-\~x)'n  =  1 


I  1.2 

m(m-^i)...(/n  — /z-^i)  ^,^ 
I  .'1.3 ...  n 


C'est  la  formule  du  binôme  généralisée,  et  étendue  au  cas  où 
X  est  imaginaire.  La  valeur  de  (i  +  x)"^  développée  par  cette 
formule  est  celle  qui,  sans  cesser  d'être  monodrome  dans  le 
cercle  de  rayon  un,  décrit  de  l'origine  comme  centre,  se  réduit 
à  I ,  pour  œ  =  o.  Elle  est  caractérisée  par  ce  fait  que  son  argu- 

ment  reste  compris  entre et  h 

On  peut  déduire  de  la  formule  du  binôme  plusieurs  for- 
mules intéressantes  :  d'abord,  si  l'on  change  x  en 


on  a 


r  cos6  =h  /— I  r  sin6, 

m  (m-  —  î  )     - 


m 


(n-  r  cos6  ±  r  sj —  i  sin6)"^  =  1-4-  -'-  /•  cosO  -i- 


COS29 


donc 

2) 


m       .    , 
zïi{  —  r  sin  ' 


m(m.  —  i)     -    .       n 


■) 


M 


(3) 


r  COSO  -1-  r  sino  \/  —  i 
2 


)"'^(. 


h" 


m            .        m.  (  m  —  I  )    „  ^ 

~  r  cos  6  -I ^ r^  cos  2  U  H- 


r  cos  0  —  r  sin  0  s/ —  i  )" 

(i  -h  r  cos 6  -h  r  v^— 1  sinO)'«  —  (1+  r  cosO  —  /■  /— i  sinO)' 

[m        .     .        m{m—-i)     ,    •       n    ,         1 
=  2       -  r  sm  6  H ^ r2  811128  -;-. .  .     ; 

L I  I  •  î?^  J 

si,  en  particulier,  on  suppose  m  ==  —  i ,  on  a 

I  +  r  cos^ 
(4) 

(5) 


-4-  2r  cos  9  +  r2 
r  sin  6 


i  -+-  ir  cos' 


=  I  —  r  cos  6  -i-  r2  COS2O  —  /-s  cos  3  6  ~ 
=  )•  sinO  —  r2sin2  0  -f-  r^sinSO  — . .  .. 
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Ces  formules  (4)  et  (5)  supposent  r  <  i  ;  elles  subsistent 
quand  on  change  r  en  — r;  en  les  intégrant  de  o  à  2tc,  on 
trouve,  en  vertu  des  formules  (p.  90),  après  avoir  multiplié 
par  cos/nO  ou  sinmO, 


■'^  rcos8 


COS/72  6 ^r — --  c?6 

/o  I  +  2r  cosO -f- r2 


rsine^O 

m  6 . =  =!r  7rr"î 

1  4-  2r  cost)  -+-  r^ 


X 

sin 
et,  en  changeant  r  en  —  /', 

/        cosmQ ^ -d^  —  Tzr"^, 

J^  1  —  2rcos6  +  r2 

sin  m  6  - 


rsinô  -. 

~      . o?6  =  Tir'». 


2r  coso  -f-  r^ 


Si  dans  la  formule  (i)  on  suppose  x  remplacé  par  x"^  et 


m  = j  on  a 

2 


_i  I  1.3 

(l  -h  072)     ÎJ  =  I 37^  H ^  ^'î- 

2  2.4 


et  en  intégrant  de  o  à  ^,  le  module  de  x  étant  inférieur  à  un, 

(6)    Iog(.  +  v/TT^O  =  ._  1  %  +  '4  ^  +  i4_5  ^  _...; 

23         2.4    5        2. 4. 67 

on  a  de  même 

-i  I  I  3 

(1  —  572)     2  ^  i_j_  _  ^2_4_      ^.  ^4_i__ 
2  2.4 

et  en  intégrant  de  o  à  ^ 

,   .  .  i  x^       1.3  ^5       1.3.5  ip7 

(  7  )  arc  sin  57  =  ^  H ^  +  ^ — ;  "r"  "^ 7^ ^ 

2    3         2.4    5         2.4.6    7 

Les  formules  (6)  et  (7)  n'ont  lieu,  bien  entendu,  que 
simod^<<i  et  les  valeurs  développées  sont  celles  qui,  sans 
cesser  d'être  monodromes,  se  réduisent  à  o  pour  x  =  0. 
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XII.  —  Quelques  autres  développements. 

La  seule  difficulté  que  l'on  rencontre  dans  l'application  de 
la  formule  de  Maclaurin  est  la  formation  des  dérivées  succes- 
sives des  fonctions  que  l'on  veut  développer.  Nous  avons 
indiqué  plus  haut  un  moyen  de  former  ces  dérivées  dans  un 
grand  nombre  de  cas;  néanmoins,  nous  allons  faire  l'appli- 
cation de  la  formule  de  Maclaurin  à  quelques  fonctions,  à 
cause  des  développements  importants  auxquels  elle  conduit. 

Proposons-nous  de  développer  sinmx  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  sin^.  Posant  w:=  sinmx  ety  =  sin.r, 
on  a  sinm^  =  u=  sin(/n  arcsinjK)  '•  donc 


du  _  771  cos{  m  arc s'in y) 
dy  "  7^-^J^ 


ou 


du  sJ  \  —  u'*- 

dy  y/i— y2 
OU 

du 


dy'  (^  —  r')  =  "^'<^  —  ^' 


la  différentiation  donne 


du  d^u  .  „^  f  du\'*'  ^     du 

du 


et,  en  divisant  par  2 


dy' 


d'^-u  ,  „^  du 

Appliquons  la  formule  de  Leibnitz  (t.  I,  p.  83)  et  différen- 
tions/z  fois  de  suite,  nous  aurons,  en  désignant  les  dérivées 
avec  des  indices, 

un+1  ( X  _ j2 ) _  2 nu'^^'^y  ~n{7i  —  i)u^—  u^^'^y  —  7iu"- -H  m^  i^«  .-^  o  ; 

pour  r  =  0,  on  a 

u'i+2  —  7i{n~i)u"-  —  nw" --  m2 u^  —  o 
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OU 

Appelons  Uq  et  u'q  les  valeurs  de  sin;?2^  et  de  sa  dérivée 
relative  à  sin^;  quand  on  suppose  sin^  =  o,  on  aura 

u"'=  —  u'^(ni'-  —  i'>-),  iv=  u'o{77i'--  i2)(m2_  32),  ...  ; 

on  pourra  donc  écrire  le  développement  de  sinm^  en  fonc- 
tion de  sin^  par  la  formule  de  Maclaurin.  Si  l'on  appelle  a 
le  plus  petit  arc  positif  ou  négatif  ayant  pour  sinus  sin^,  et  a' 
le  plus  petit  arc  ayant  pour  cosinus  sin^,  on  trouve 

cosma  =  I sin^a-H ^^ , ^sin^ip— ..., 

I .  '^  1.2.3.4 


sin/na  —  m 


[•  m2  —  l2     .  (^2_i2)(,;^2_32)      .  H 

L  1.2.3  1.2.3.4.5  J' 


cosma' r-zi ^cos2;rH ^ ^_^  cos^^r  — .  . . , 

1.2  1.2.3.4 

[m2  — I                   (m^  —  i2Vm2  — 32) 
cosa? ^  cos3^  +  ^^ -J-^1l' ^  coss 
1.2.3                             1.2.3.4.5 


^— ...  L 


cosma?  =  cosmkiz  cosma  dz  sinmAir  sin/?ia 

^  cos(2Â:  +  i)  -y^cosma'dz  sin(2A-  +  1)  — ^sinma', 
2  2 

sinma7  —  sinm/:7ï  cosma  dz  cos iJikn  sinmoL 

=  sin(2A-  +  1) cosma  zp  cos(2/:  +  1) sinma. 

Les  signes  supérieurs  correspondent  au  cas  où  k  est  pair: 
les  signes  inférieurs,  au  cas  où  il  est  impair.  (PomsoT,  Ana- 
lyse des  sections  angulaires.) 

Une  foule  de  formules  peuvent  se  démontrer  de  la  même 
manière  :  ainsi,  en  posant 


on  a 


et 


y  = 

arcsina?, 

y= 

I 

s/r—x^ 

r'-\i 

-x^)=i; 
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en  difFérenliant,  il  vient 

ly'y  (  I  —  372  )  —  2.  cry'^  =  o 
ou,  supprimant  le  facteur  2j>'', 

7"(i  — ^2)_.^y^o; 

en  différent iant  7i  fois  de  suite  par  la  formule  de  Leibnilz  et 
en  faisant  x  =o,  on  trouve 


On  en  conclut 

yn+2  —  n^yn^ 

arcsin37  : 

i  x^        1.3  x^        1.3.5  x" 

—  X  -^, -^ — -  +  — — h  , 

1    3         2.4    5          2.4.0    7 

pour  toutes  les 

valeurs  de  x  telles  que  mod.r  <  i 

En  posant 

y  =  (arcsin37)2, 

on  a 

y'  =  2  r 

V  1  —  372 

ou 

y/i  — 372  =  27; 

en  différentiantune  fois  d'abord,  en  supprimant  le  facteur  aj', 
et  en  continuant  le  calcul  comme  tout  à  l'heure,  on  trouve 

.  .         .,  ^  2    37^  2.4    37^  9..^.^    X^ 


XIII.  —  Puissance  d'une  série. 

On  a  quelquefois  besoin  de  développer  une  expression  de 
la  forme  [/(^)]'^,  log/(^),  ef^^\  ....  La  formule  de  Mac- 
laurin,  même  avec  le  perfectionnement  de  Gauchy,  serait 
impropre  à  cet  usage,  à  cause  des  difficultés  que  l'on  éprouve 
à  former  les  dérivées  successives.  Si  l'on  connaît  le  dévelop- 
pement de  f{oo),  on  en  déduit  celui  de  [/(^)]"*  comme  il 
suit  :  soit 

(l)  /"(37)  =  «o-i-  ai37  -h    «2  372  +  .  .  .-h  a/i37«H-.  .  ., 


302  CHAPITRE    VII. 

on  posera 

^  =  [/(^)]"S 

d'où  l'on  déduit,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques, 

W  f{x) 

—  =  m  •,.,    ,' 

OU 

u'f{x) — muf'{x)  =  o; 

si  l'on  remplace  alors /(^)  par  sa  valeur  (i)  et  u  par 

on  a 

bi-^ib^^x  -{-Sbsx^-^.  .  .-i-(n-\-  i)bn+icc"' -i-.  .  .]{ao-i- aiX  -h . .  .->r  ancc'^ -^ .  .  .) 

En  effectuant  les  produits  et  en  égalant  à  zéro  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  x^  on  trouve 

jua^bQ  —  «0^1  =  0, 

(m  —  !)«!  60  +  'una^ba  —  iaQb^  =  o^ 


{m  —  n)aib,i-{im  —  n  +  i)«2^«-i 

-t-(3m  —  n  -\-  i)a-^bn~i-^. . .  -^{mn  —  i)anbi 

-i-77i{n-{-i)an+ibo  —  {n'+- 1)^,^+1  «0  =  0. 

En  observant  que  bo  =  a'^,  ces  équations  fourniront,  soit 
sous  forme  de  déterminants,  soit  par  un  calcul  de  proche  en 
proche,  les  coefficients  b^,  60,  •  .  .,  b„  — 

Si  m  est  entier  et  positif,  la  série  qui  donne  le  développe- 
ment de  [f{^)]"^  aura  un  rayon  de  convergence  au  moins 
égal  à  celui  de  la  série  qui  donne  f{x)\  sinon,  une  petite 
discussion  sera  nécessaire  pour  fixer  le  nouveau  rayon  de 
convergence. 

Le  développement  delog/(.r)  s'obtient  un  peu  plus  sim- 
plement. En  effet,  en  posant 

u  =  log/(^), 
il  vient 

"'""7(^  ou         u'f{x)=f'{x), 
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en  sorte  que,  si  l'on  pose 

M  1=  Co -i- Cl  a? -4- G2  372  +  .  .  .  , 

on  aura 

(  G] -h  2  G2  37 -f-  3  G3  a7'2 -r- .  .  .  )  (  <2o  +  «^1  ^  -i- «2 -37^  H- .  .  .  ) 

En  égalant  alors  les  coefficients  de  œ,  œ^,  x^,   .  .  .   dans  les 
deux  membres  et  en  observant  que  Go^log^o?  on  a  une 
série  d'équations  du  premier  degré  donnant  Ci,  C2,  .... 
Enfin  le  développement  de  ef^^^  s'obtiendra  en  posant 

u  =  ef^^^ 

et  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques 

d'où 

u'=  uf{x); 

en  remplaçant  u  par  Go  -h  C,  ^  --  C2.r-  -|-  .  .  . ,  l'identification 
fera  connaître  Cq,  Ci,  C2,  •  •  .  • 

La  même  méthode  s'appliquerait  à  la  recherche  des  déve- 
loppements de  sin/(^),  cos/(^),  .... 


XIV.  —  Formule  de  Laurent. 
Reprenons  la  formule  (p.  246) 

laquelle  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  situées  à  l'inté- 
rieur d'une  aire  G  o\\.f[z)  reste  synectique,  et  dans  laquelle 
le  résidu  se  rapporte  à  l'infini  x  contenu  dans  cette  aire  G. 

Supposons  actuellement  que  la  fonction /(;5)  reste  synec- 
tique  à  l'intérieur  et  sur  les  contours  d'une  couronne  circu- 
laire, limitée  par  deux  cercles  de  rayons  R  et  r  décrits  de 
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l'origine  comme  centre.  Pour  évaluer  dans  ce  cas  le  résidu 
qui  entre  dans  (i),  il  faudra  d'abord  intégrer  dans  le  sens 
direct,  le  long  du  cercle  de  rayon  R,  ce  qui  donnera 


V-i 


puis  dans  le  sens  rétrograde,  le  long  du  petit  cercle  de  rayon  r, 
ce  qui  donnera 


on  aura  donc,  au  lieu  de  (i), 

Or,  le  module  de  x  étant  compris  entre  R  et  /',  puisque  x  est 
supposé  intérieur  à  la  couronne  G,  les  quantités  placées  sous 

le  signe  /  seront  développables,  l'une  suivant  les  puissances 

croissantes,  l'autre  suivant  les  puissances  décroissantes  de  œ, 
et  l'on  aura 

^71  ,y^        La?  X'  J 

f{z)  est  donc  développable  en  une  double  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  et  descendantes  de  x;  le 
coefficient  de  œ'^  est 

,271 


0 


celui  de  x~'^  est 
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La  formule  que  nous  venons  d'établir  est  du  commandant 
Laurent;  c'est,  comme  l'on  voit,  une  généralisation  de  celle 
de  Gauchy  (p.  294),  et  l'on  peut  dire  que  : 

Théorème.  —  Si  une  fonction  est  synectique  à  V inté- 
rieur d'une  couronne  circulaire  comprise  entre  deux 
cercles  décrits  de  V origine  comme  centre^  elle  est  dévelop- 
pable  à  V intérieur  de  cette  couronne  en  une  double  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  descen- 
dantes de  X. 

Mais  il  est  clair  que  cette  propriété  n'appartient  plus  aux 
points  situés  sur  les  cercles  mêmes  qui  limitent  la  couronne. 


XIV.  —  Du  point  de  vue  auquel  on  peut  considérer  les  résidus. 

Nous  avons  appelé,  avec  Gauchy,  résidu  àe  f{z)  relative- 
ment à  une  aire  A  l'intégrale =:=  1  f(z)dz  prise  le  long 

271  v/—  id 

du  contour  de  cette  aire;  mais,  avant  de  donner  cette  défini- 
tion du  résidu,  Gauchy  appelait  résidu  de  f{z)  relatif  à  un 

infini  c  de  cette  fonction  le  coefficient  de dans  le  déve- 

z  —  c 

loppement  def(z)  suivant  les  puissances  de .  Gette  défi- 
nition rapprochait  la  notion  du  résidu  de  celle  de  la  dérivée. 
D'après  le  théorème  de  Laurent,  le  coefficient  de  -  dans  le 

développement  de /*(^)  est  précisément ——^  1  f(z)dz,  ce 

271  y/ —  iJ 

qui  montre  l'accord  des  deux  définitions,  car  le  coefficient 

de ;  serait  encore  la  même  intégrale  prise  le  long  du 

cercle  ayant  pour  centre,  non  plus  l'origine,  mais  bien  le 
point  c.  D'ailleurs,  si  l'on  a 

L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  20 
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en  intégrant  les  deux  membres  le  long  d'un  cercle  décrit  du 
point  c  comme  centre,  on  a  bien 


/  f{z)  dz  —  iiz  \l —  I  A. 


XV.  —  Quelques  théorèmes  concernant  les  produits  infinis. 

Le  produit  (i  -H  <^i)(i  +  ci^)  •  •  •  (i  +  <^/0  •  •  •  ?  composé 
d'un  nombre  infini  de  facteurs,  est  convergent  lorsque  le 
produit  des  n  premiers  facteurs  tend  vers  une  limite  déter- 
minée quand  n  croît  indéfiniment.  Cette  limite  est  la  valeur 
du  produit. 

Le  produit 

(l)  (l-+-   aO(ï+  «2).  .•(!  +  ««)•  •• 

pour  être  convergent  doit  évidemment  être  tel  que  son  fac- 
teur général  tende  vers  un;  <2„  doit  donc  avoir  pour  limite 
zéro. 

Théorème  L  —  Si  a^^a-i^  ...  sont  positifs,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  produit  [i)  soit  conver- 
gent est  que  la  série  a^j  a^^  .  .  . ,  a„,  ...  le  soit. 

En  effet,  on  a 

(1  +  «i) . . .  (i  -(-  a,i)  >  1  +  <^i  +  <^2  + . . .  +  <^«  ; 

si  donc  la  série  croît  indéfiniment,  il  en  est  de  même  du  pro- 
duit; par  suite,  si  la  série  est  divergente,  le  produit  l'est.  En 
second  lieu,  on  a 

H-  «1  <  e«i,         n-  «2  <  e«2 . . .  : 
donc 

(i  -{- ai){i -\- a^) . . .  (i  ^  a„)<e«i+«H+..+«„; 

or  le  produit  croît  avec  n^  mais  il  reste  toujours  moindre  que 
e^^,  qui  a  une  valeur  déterminée,  puisque  la  série  est  con- 
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vergenle;  donc  le  produit  lui-même  a  une  limite,  c'est-à-dire 
est  convergent.  c.  q.  f.  d. 

On  remarquera  que  cette  limite  est  différente  de  zéro. 

Théorème  IL  —  Si  la  série  a^-^  a^-\- .  ,  . -\-  a,i-\- .  .  .  à 
termes  positif  s  est  convergente,  la  série 

Wj  -i-  U2  ~r-  .  .  . -r-  U,i-r-  .  .  .  , 

dont  les  modules  des  différents  termes  sont  a,,  «2,  .  .., 
<2,/,  .  .  . ,  est  convergente  et  le  produit 

(1)  (l^  Wi)(l^  Wo).  ..(l-T-  W„)..  . 

V est  aussi. 

Il  suffît  de  prouver  que  la  série 

(2)  l{\  +  Wj)-!-  l{\  '\-  ^2)  +  .  .  .4-  l{\  -h  W/i)    h.  .  . 

est  convergente,  les  logarithmes  étant  pris  avec  une  valeur 

de  leur  argument  comprise  entre el  H —  (on  suppose  a^ , 

^2,  .  .  .  moindres  que  i).  On  a 


/(i  -h  u{)  —  Ui  — 


T  ^  "3 
or 


(? 


1.0.,  .  .         a\ 


modl  — ^ +...<- («r  4- a] +..  .)     ou     < 


3  /  "  2^    ^  '      '"'     ^"     ^  2(i  — ai/ 

on  peut  supposer  a^<^  ->  et  l'on  a 


et  — ^  +  .  . .  peut  être  représenté  par  9<  «J,  0,  désignant 

une  quantité  de  module  inférieur  à  i  ;  alors  on  a 


^logCiH- w/)  =:  ^  ^^/ 4-^  e,  a,2 
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n 

Or  \  Ui  tend  vers  une  limite,  puisque  la  série  Wj  +  W2  +  •  .  . 

1 
est  convergente;  la  série  a<  +  «2  + .  •  .  étant  convergente,  la 
série  a\ -i-  a\ -\- ,  .  .  le  sera  a  fortiori  et  8 1  «^  +  Bo  <2^  +  .  .  . 
le  sera  en  vertu  d'un  théorème  connu.  Si  donc  on  fait  ^  =  00, 

n 

la  formule  précédente  montre  que  ^log(i  +  w/)  aune  limite, 

1 
donc  la  série  (2)  est  convergente  et  il  en  est  de  même  du 
produit  (i). 

Théorème  III.  —  Si  la  série  à  termes  positifs 

«1 -r-  «2 -r- •  •  •  +  <^/i  H~  •  •  • 

est  convergente,  le  produit 

{i-]-a^r){\-T-air)...{\-\-anr)... 
sera  convergent,  si  r  est  positif . 

Car  la  série  «<  r  +  «22^  -|-  .  .  .  +  a/^r  -h-  .  .  est  convergente 
et  à  termes  positifs. 

Théorème  IV.  —  Si  la  série  des  modules  a^^  a-^y  -.. 
de  Uif  U2,  .  . .  est  convergente,  le  produit 

(l-f-  UiX)(]  -T-  u^cc). .  .(l  4-  U,iX)-^.  .  . 

sera  convergent. 

Parce  que  la  série  des  modules  de  u^x,  u^x  est  conver- 
gente. 

Théorème  V.  —  Si  la  série  des  modules  «<,  a^^,  ... 
de  Ui,  U2^  ,  , .  est  convergente,  la  fonction  représentée  par 
le  produit 

(i  4-  UiX){\  -\-  UiX).  .  .(1  +  U,iX).  .  . 

est  synectique  dans  toute  U étendue  du  plan. 
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En  effet,  soit  r  le  module  de  x\  considérons  le  produit 

convergent 

(1+  a^r){\  +  a^r) . .  .(i-f-  a^r)=^  P„. 

Soient  s^  =  Sa/,  ^o  =  ^ciiaj,  s^  =  Y^aïajak^  .  .  ,  ;  on  aura 

on  a,  en  général,  pour  |ji  <^  tz  et  r  =:  i ,  5[x  <C  ?«  et  a  fortiori 
5[x<C  Pj  P  désignant  la  limite  de  P,;  pour  P  =  oo;  or  ^jj-  croît 
avec  n^  donc  s^  a  une  limite  s^  quand  on  fait  croître  n  indéfi- 
niment. Maintenant  soit 

P'„,  =  1  + 5'^  r  +  52  r2  + . .  .  +  5',,,  r'«  ; 

on  a  toujours  P,;^  <<  P;  si  donc  dans  5i,  ^2,  .  .  . ,  ^w,  seulement, 

on  fait  croître  72,  cette  inégalité  étant  toujours  satisfaite,  on 

aura 

P'  <P- 

mais  on  a  certainement  P'^<;  P,  carP^<<P'^^^  etP^^^£P; 
mais  P^  croît  avec  m,  donc  P'^^^  a  une  limite  P'  au  plus  égale 
à  P;  mais  inversement 

P«<P'; 

or  P/i  croît  avec  n  dans  P  £  P^  :  donc  enfin  P  =  P^ 
Maintenant  considérons  le  produit 

et  soient  o-,,  0-2,  ...  la  somme  des  quantités  U\^  u^-,  »  .  *^Un 
la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux,  etc.,  on  aura 

Hrt  =  I-l-  (Tia?  -h  (T2^2_^_  __j_  Q,^X^\ 

les  somnies  o-i,  0-2,  ...  tendent  vers  des  limites  détermi- 
nées 0"',,  <3-2,  .  .  . ,  parce  que  les  sommes  des  modules  de  leurs 
termes  s^^  s^^  ...  tendent  elles-mêmes  vers  des  limites  déter- 
minées (*),  soit 

n'„  =  I  -f-  a\  a?  -I-  a2  ^2  _|_  .  _  _i_  (j'^^  xn  ; 


(  *  )  Les  sommes  5^,  5.,,  . . . ,  a,,  a,,  ...  ne  sont  pas  à  proprement  parler  des 
séries;  mais  il  est  facile  de  voir  que,  si  5^,  5^,  ...  tendent  vers  des  limites 
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or  n)^  a  une  limite  quand  on  fait  croître  n  indéfiniment,  car 
la  série  des  modules  de  ses  termes  i  +  s\  r  +  s[^J''  -h  -  -  -  est 
convergente.  Appelons  W  cette  limite,  je  dis  que  11'=  H;  en 
effet,  la  différence  entre  11^^  et  11/^  a  un  module  moindre  que 
la  différence  entre  P)^  et  P„  ;  or  P)^ —  P«  a  pour  limite  zéro, 
donc  n)^  et  U,i  ont  la  même  limite. 

Or  la  série 

I  -4-  a'i  37  ~  a'g  372  -f- .  .  .  _.,  (j'^^  ^/i  _j_ .  _  ^ 

étant  convergente  dans  toute  l'étendue  du  plan,  représente 
une  fonction  synectique.  Le  théorème  se  trouve  donc  dé- 
montré. 

Corollaire.  —  La  série 

Iog7  =  log(l  -T-  Wi37)-+-  log(l  -f-  ^2^7)+.  .  .+  log(l  -4-  UnX)-^.  .  . 

représente  une  fonction  synectique  de  ^  à  l'intérieur  d'une 
série  de  couronnes  circulaires  dont  les  rayons  successifs  sont 
les  quantités  a~\  a~\  .  ..,  a~^^  .  .  .  rangées  par  ordre  de 
grandeur_,  de  sorte  que  l'on  pourra  écrire,  en  différentiant, 

y   ^    Ih ^ U2 ^         _^ Un ^ 

y  l-\-UxX  i-t-  U-iX         "'*  1-^Un.X 

XVII.  —  Conversion  des  produits  en  séries. 
Si  l'on  forme  les  quantités 

«1  Ci\  «2 


a<,  ^2,  .  .  .  désignant  des  quantités  quelconques,  on  trouve 
_      cf^i      ^       I 

«1  «2  I  <^2 


(ai+i)(a2  +  U        «i-l-i        (tZi-Hi)(a2-M) 
I 


(ai-+-i)(a2  +  i) 


déterminées,  a,,  a^,  ...  tendront  aussi  vers  des  limites  déterminées,  en  rai- 
sonnant comme  on  l'a  fait  quand  il  s'est  agi  de  véritables  séries. 
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et,  en  continuant  ainsi,  on  parvient  à  la  formule 

«i-hi        (ai-i-i)(a2-+-i) 
(I) 


an 


(ai-i-i)(a2  +  i)...(a,i-M) 


Il  en  résulte  que,  si  le  produit 

(i  -f-  ai)(i  -i-  «2)  • . .  (i  +  «,0  • .  . 

est  convergent,  ou  a  un  module  indéfiniment  croissant,  la 
série  suivante  sera  convergente 

a\     _| «2 ,   On 

«i+j        (ai  +  i)(a2  +  i)       "*^  (ai-M)(a2  +  i)  •  .  .(«/i+O       "*' 

et  si  P  désigne  la  valeur  finie  ou  infinie  du  produit,  si  S 
désigne  celle  de  la  série,  on  aura 


ou 


s=P 


s  =  -P'     p  =  r^ 


De  là  un  moyen  de  convertir  un  produit  en  série  ou  vice 
versa. 

Pour  transformer  un  produit  en  série,  on  peut  encore  faire 
usage  de  l'identité 

/  {i-^ai){i-\-a^).,:{i-^aa) 
(2)  \       =  H-ai4-(i  +  ai)a2-^(n- «i)(i-H  «2)«f3H-... 

(  -f-(i-i-ai)...(n-a„_i)a„, 

bien  facile  à  démontrer  de  proche  en  proche. 

On  voit  que,  si  la  série  a,,  «2,  .  .  • ,  an-,  .  .  .  est  conver- 
gente et  à  termes  positifs,  la  suivante 

n-  ai-f-(i-f-ai)a2-i-..  .-}-(i -i- «i)  . . .  (i  +  a„_i)a„ -f-. .. 

le  sera  aussi,  puisque  le  produit  (1  +  a<)(i  +  «22) .  .  .   l'est. 

On  voit  aussi  que^  si  le  module  de  — ^^  a  une  limite  infé- 
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rieure  à  i,  la  série  du  second  membre  de  (2)  sera  conver- 
gente, et  par  suite  le  produit 

(i  H- ai)(i -4- aa) .  . .  (i -f- CT/i)  .  .  . 

le  sera  aussi.  La  formule  (i)  contient  implicitement  un  grand 
nombre  de  séries;  si  l'on  fait,  par  exemple, 

I  I 

on  trouve 

III  _ 

2       2.3       3.4 
ou  bien 

1.2  2.3  3.4 

ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier. 

XVIII.  —  Séries  d'Euler. 
Posons 

on  a  évidemment 

(i)  Fn(a,  ^)(i  +  a"+^^)  =  F„(a,  ax)(i  -}-  ax). 

Si  l'on  pose  alors 

F« ( a,  ^)  =  i-H  Al ^  +  A2 072 +...-+- A„a7'^, 

on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (i), 

(1+  Aix  -h . ,  .-\~  AnX^)(î  ^  a^+^ x) 

=  (i  +  «1  Ai^?  +. .  .H- A„a'^^^)(i-l-  ax); 

si  l'on  égale  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans 
les  deux  membres,  on  trouve 


j (^n 

Ai-h  a«+*  =  Aia  +  a,  Ai=a- , 


Aa-t- Aia«+i=  Ac^a2  4_  Aia2,         A2  =  ai+2 


—  a 
I  —  a"-  I  —  a^-^ 
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on  a  donc  le  développement  de  F,i{a,  x)  ou 


/  (n- aa^)(n-a2;r)  +  . .  .  +  (n- a«^) 
(^)s  I  —  a^  I  —  a^  i  —  a 


n—\ 


n(n+\) 


aX-\ «1+2.^2  _|_.  __f_<^       2       xn. 

\  I  —  a  I  —  a       I  —  a^ 

Corollaire  1.  —  On  voit  que  les  expressions 

i  —  a"-       (i  — a")(i  — a'^-i) 
i  —  a  '     ~{i  —  a){i  —  a^)     ' 

sont  des  polynômes  entiers  en  a. 

Corollaire  II.  —  La  formule  (2),  lorsque  moda<;i,  a 
encore  lieu  pour  n  =  co.  En  effet,  le  produit 

(i  H-  ax){i  -f-  a^x) . .  .  (i  -I-  a^x) ..  .=  Fn(a,  x) 

est  alors  convergent  et  représente  une  fonction  toujours 
monodrome,  monogène  finie  et  continue;  on  peut  donc  déve- 
lopper F„(<2,  x)  en  série  convergente  par  la  formule  de  Mac- 
laurin  et  poser 

F,i(a,  a7)  =  i-t-  Ai^?  -+-  AiX^-}-. . .; 

on  détermine  les  coefficients  A,,  Ao,   ...   au  moyen  de  la 

relation 

F,i(a,  x)  =  F(a,  ax){i  -î-  ax), 

à  laquelle  se  réduit  (i)  pour  tz  :^  oc,  et  l'on  trouve,  en  faisant 
les  mêmes  calculs  que  tout  à  l'heure, 

{i-+-  ax){i-{-  a'^x). .  .{i-\-  a^x) 

run+l) 

ax  aH-2^2  a     ^     X"- 

=  14- 


a       (i  — a)(i  — a2)  (^i  —  a){i  —  a^)...{i  —  a'') 

Si  l'on  pose 

-n{a,  X)~  ^^_^ax){i-\-a^x)...{i-^a"'xy 

la  fonction  F_,î(6?,  x)  sera  développable  par  la  formule  de 
Maclaurin  pour  toutes  les  valeurs  de  x^  telles  que 

modaa7<i,         moda2a^<r,         ...,         moda«a7<i. 
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En  posant 

on  déterminera  A,,  Ao,  ...  comme  dans  la  question  précé- 
dente, en  observant  que 

on  trouvera  ainsi 

I 

(i  +  a^)(i  +  a^x).  .  .(r  +  a'^x) 

I  — <2«  (i  —  a^)(i  —  a^-hi) 

"="^~~. TT  ^^  +  -7 -h ^  a^x^—.,., 

i  —  a  (i  —  a){i  —  a^)  ' 

et,  pour  A^  =  oo,  en  supposant  mod<2  <  i,  moda^  <i, 


ax  «2^2  ^^^z 


=  1 


a       (i_a)(i  — a2)        (i  _  a)(i  —  a2)(i  —  a^) 


Une  analyse  toute  semblable  à  celle  que  nous  venons  de 
développer  conduit  aux  formules  suivantes  : 

(i-+-aa7)(n-  a^x)...(i  +  a2^i-i^-) 

Et,  pour  moda  <<  1 , 

(i  4-  ax){i  -+-  a3:r)(i  H-  a^x). . . 

«2  27  a*^2  a«'^« 


Et,  pour  moda  <;  i,  moda^  <  i. 


{i-i-  ax){i-^  a^x}{î-h  a^x).,. 

ax  a^x^  «3^3 


I  _  «2  (i  _  a2)(l  —  «4)  (I  _  ^2)(i  _  ^4)(i  _  ^6)  ^-  •  •  • 

Gauss  a  examiné  le  cas  où  a  était  égal  à  dz  i;  nous  allons 
faire  connaître  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu. 
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XIX.  -  Formules  de  Gauss. 
En  posant 


f{x,  rn)=\—      _^ 
on  a 

f{x,    l)=I  —  I=3  0, 

f{x,   2)=I-^'^p^-f-I  =  I-^, 

1  —  a?3        I  —  x^   \  —  x^ 

f(x,  3)  =  i ! • 5  —1  =  0, 

*'^'       ^  I^ —  X  l  —  XI  —  x^ 

f(X,^):={l-X)il-X^), 

f{x,5)  =  o, 

f{x,  6)  =  {i  —  x){i-x^)(i  —  x^); 

on  soupçonne  les  formules 

f(x,  2/71  H-  l)  =  O, 

f{x,  2m)  =  (i  —  ^)(i  —  073). .  .(I  —  a72^'i-i). 
Essayons  de  prouver  que 

f(x,   im-\-l)=fi^X,  2m)(l  — 372'"+!) 

ou  que,  plus  généralement, 

(I)                         f{oo,  m-\-2)=fix,  jn){i-xrn+^)', 
on  a 
Yix,  m)(i  -  ir'^+i)  =  I  —  x^"+i  -  ^ ^^ ^  +. . . 


"" V  î"-^^^      / ~ \    i-^  1— ^^        I  — ^  / 

/l  _  ipm+1  I  _  ccf"-        a7'«->  —  a7'«+l  I  —  a7'«+l  I  —  a7'«\ 

"^\     î  —  x      I  — ;r2~        1  — :r-^  1  —  ^      1  —  072/ 


1  —  X      "^      1  —  X         1  —  072 
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ce  qui  démontre  la  formule  (i).  On  a  donc 
/(^,  i?n-\-i)  =  o, 
f{x,  im)  =  {i  —  x){\  —  x^) .  ..(i  — ^rS'^-i). 
Quoi  qu'il  en  soit,  on  posera  toujours 

f(x,  m  )  =  ] 1 — .... 

On  a,  pour  ^  <<  i, 

d'ailleurs  de  (i)  on  lire 

f{x,  m)  =  f{x,  m  — i){i~  x"^-'^) 

=  f{x,   m  —  4)(l  — iP''^-l)(l— ;r'«-3)..  ., 

f{x,  m)  =  f{x,  —  oc)(i  — ^'«-i)(i  —37^-3) 

La  fonction/(^,  m)  donne,  au  moyen  de  (i), 


1 
I 

X 


par  suite,  pour  m=z  —  oo  et  .r  >  i , 


{x  —  i){x^  —  i) 


(-y(-iî)- 

On  a  donc 

f(x,  m)=  — : -~ ~ — -  . 

C'est  la  formule  de  Gauss  ;  pour  /n^=  —  i ,  on  a 

(i  — :r-2)(i  — :r-4)... 


/(^,  -1)  = 


(l  —  a7-l)(  1  —  37-3)... 
—  I  +  37-1  _|_  ^  -3  _,_  _  .  _4_  r^-n'-+n  _,_ 
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XX.  —  Développement  d'une  fonction  en  fractions  rationnelles. 

Soient  f{z)  une  fonction  monodrome  et  monogène  dans 
toute  l'étendue  du  plan,  ai,  ao,  ag,  .  .  .  ses  infinis;  l'intégrale 

_!_  rn^i  a., 

prise  le  long  d'un  contour  G  de  dimensions  infinies  en  tous 
sens,  aura  pour  valeur  la  somme  des  résidus  de  la  fonc- 
tion  Le  résidu  relatif  à  .r  est  —  f{x\,  les  résidus  rela- 

tifs  aux  infinis  àe  f[z)  seront  de  la  forme 

— ^lim[/(^)(^-a)]..a, 


s'ils  sont  simples,  ou  de  la  forme 

(  1.2.3.  ..  (/i  — i)  <i^«-i  I         ^  —  ^        J]-  =  a' 
s'ils  sont  multiples  et  d'ordre  de  multiplicité  n.  Quoi  qu'il 

en  soit,   en  désignant  par  R,,  Ro,   ...   les  résidus  de  - 

ce  —  z 

relatifs  aux  infinis  a,,  ao,  .  .  . ,  on  aura 

271  y/—  iJ    ^  —  ^ 

[X  désignant  le  nombre  des  infinis  contenus  dans  le  contour  C. 
Si,  pour  une  forme  particulière  de  ce  contour,  l'intégrale 
contenue  dans  le  premier  membre  tend  vers  zéro,  on  aura  en 
série  convergente 


f{x)=  RJ-1-R2  +  ...+  R 


et  il  est  important,  pour  la  validité  de  ce  théorème,  que  Ri, 
R2,   .  .  .  soient  écrits  dans  l'ordre  où  ils  se  succèdent  quand 


le  contour  C  grandit. 
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Considérons,  par  exemple,  une  fraction  rationnelle  pro- 
prement dite,  c'est-à-dire  dont  le  numérateur  soit  de  degré 

intérieur  au  dénominateur,  -f^-r:  1  inte2:rale 

T  /  ?(^^      r/z      _  T  r  dz 

prise  le  long  d'un  contour  circulaire  décrit  de  l'origine  comme 
centre  avec  un  rayon  infini  r,  sera  nulle;  en  effet,  l'intégrale 
en  question  s'obtenant  en  posant 

^  z=  reO ^^         et         dz  =z  re^ ^^^  /^ ^6, 

sa  valeur  sera 

27t 


zd^ 
) 

0 


i/><" 


le  long  d'un  cercle  de  rayon  infini  r^  —  tend  vers  l'unité; 

si  donc/(^)  tend  vers  zéro,  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  actuel, 
l'intégrale  en  question  sera  nulle;  on  aura  donc 

cpf.r) 

Or,  si  a  est  une  racine  de  (])(^)  =  o  d'ordre  de  multiplicité  n, 
on  trouvera  pour  le  résidu  correspondant 

T  dn--"^    f^Ca)        I 


j.2.3...(/i  —  i)  <ia'i 


1  [6(a)  ^  — aj 


8  (^)  désignant,  pour  abréger,  le  quotient  de  ^(:r)par(^  —  a)"  ; 
on  a  ainsi  la  formule  de  décomposition  suivante 


(I) 


cp(a7) 


^)  ""^  1.2.3...  (/i  —  i)  i/a'^-i  LQ(a)  ^  —  aj 


due  à  Caucliy,  et  que  l'on  peut  retrouver  par  des  procédés 
plus  élémentaires  (p.  7). 
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XXI.  —  Développement  de  tang^,  cot^,  . . .;  construction 
des  Tables  de  sinus. 


L'intégrale 


dont  la  connaissance  de  la  valeur  doit  décider  de  la  possibilité 
du  développement,  sera  toujours  nulle  quand  le  contour  G 
sera  circulaire  et  que/(^)  tendra  vers  zéro  à  mesure  que  le 
contour  s'éloignera;  il  n'est  malheureusement  pas  toujours 
possible  de  faire  usage  du  contour  circulaire. 

La  fonction  tang^  est  indéterminée  pour  ^  =  oo,  mais  on  a 


et  pour  les  valeurs  infinies  de  z  qui  n'annulent  pas  le  déno- 
minateur — ^  est  nul  quand  le  module  de  z  est  infini;  on 
pourra  donc  écrire,  en  observant  que  les  infinis  sont  2  kr^  ih  -  -> 


tang^r       -^ 

1                       T 

.  -2 

J^-(.*.±^) 

ou 

(«)  ^-^^= 

(L  V  2/J       z 


I  TT  TC    I  7r  I  iTT  OTT    1   3  TT 

\   X ^4--  \    X X^ I 

L  2  2j  L  2  2    J 

La  fonction  cot^  est  aussi  indéterminée  pour  ^  =  co,  mais 

on  peut  encore  développer >  qui  est  nul  pour  ^  =:co;  le 

résidu  de — —  relatif  à  s==o  est  la  dérivée  pour  <s  :r^o  de 

T.  nr  rr.  '■ 


tang^  X  —  z 
on  trouve,  en  effectuant  les  calculs,  —  >  de  sorte  que  l'on  a, 
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en  observant  que  les  infinis  de  cot^  sont  de  la  forme  /ru, 

ou,  en  mettant  en  évidence  les  valeurs  positives  et  négatives 
de  /r, 

(h\  ^^  _  7  _^_y  r     ^         ^ 1_L. 

Et  les  séries  (a)  et  {b)  sont  uniformément  convergentes, 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 
On  peut  écrire  la  formule  (a)  ainsi 

Q.X  IX  IX 

(i)       tang^  =  -^ 


m-  m'-  (?)-' 

on  trouve  d'une  manière  analogue,  au  lieu  de  (6), 


7.x  IX 


^     '  X  X^  —  TZ^  X^ 4-71:2  x^—qtJ 

En  intégrant  les  deux  membres  de  ces  équations,  il  vient 

1  Iogcos^  =  log(^i— ^j 
'''         I  -o.(.-g)..o,(.-^)-..... 


(4) 


logsina;  =  loga?  -I-  log  (  I —  —  j 


log 


(-iS)--(-a 


on  détermine  les  constantes  d'intégration  en  faisant  ^  =  o  et 
en  observant  que  logsin^  —  log^  =  o  pour^  =  o.  En  repas- 
sant des  logarithmes  aux  nombres,  on  a 


(5)     cosa7  =  (  I 


x^\  /  x^  \  /  X 


(6)  s.n^  =  a.(.-~,lli-v:^j--    1^1       „,^, 
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Les  formules  (3)  et  (4),  si  l'on  développe  les  logarithmes  en 
série  (p.  287),  donnent 

(7)  logcos^::=-^-;^a,^-(--j   ^4+3(^^^j   ae-...J, 

(8)  logsina?  =  loga?  —     —  50  4- -f  —  I   •^4+ô( 
en  posant,  pour  abréger, 


3V^ 


Sa  -h. 


I  T  I 

cr/  =  -  4- 


1        3'       5'  ■  '    ('2/n-i)' 


_  I         I  I  I 

^'■="T"^2'-'^3"''^---"^n'^' 


4         I  /  4  \  4 

(To,  0-4.  .  .  . ,  50,  S,,,  ...   OU  même  -^  o-o,  -    —  )  o-..,  ...   et  -, 


-  —  j  ' .  -  se  calculent  une  fois  pour  toutes  ;  on  a  alors  dans  (^) 

et  (8)  deux  formules  dont  on  peut  faire  usage  pour  le  calcul 
des  Tables  de  logarithmes-sinus  et  cosinus.  Pour  la  pratique 
des  calculs,  on  pourra  consulter  l'Introduction  placée  en  tête 
des  Tables  de  Gallet. 

Considérons  la  fonction  coséc^  =     •      ;   nous  pourrions 

encore  faire  usage  du  contour  circulaire,  mais  nous  pouvons 
aussi  prendre  pour  G  un  contour  rectangulaire  ayant  son 
centre  à  l'origine;  on  a,  en  effet,  le  long  d'un  pareil  contour 
supposé  de  dimensions  infinies, 

2TCV/— I  J         ^  — -  l-KsJ—ilJ  ^  J     Z{Z—X)  J 

ou,  en  prenant /(^)  =:  ^^ — , 

= L_  r  r  ^^  --  ce  f ^^ 1 . 

27:/— I  VJ   -sin^  J   z{z~x)s\nz\ 

La  première  intégrale  est  nulle,  parce  que,  le  long  de  deux 

côtés  opposés  du  parallélogramme,  z  sinz  reprend  les  mêmes 

valeurs,  tandis  que  dz  j  a.  des  valeurs  égales  et  de  signes 

L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  21 
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contraires;  quant  au  coefficient  de  x^  comme  on  peut  faire 
en  sorte  que  sin^  ne  soit  pas  nul,  cette  intégrale  sera  néces- 
sairement nulle,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  faisant 


y 


/- 


et  en  supposant  alternativement  ^  ==  oo,  jk  =  oo.  On  trouve 
alors 

Il  IX  IX  IX 

^\nx  ^  X        x'^  —  71^        x-^  —  {-nzy        x^—-(37z)^ 


TT 

Stt                      5t 

x^ 

4 

4                    4 

On  peut  facilement  déduire  de  ces  développements  ceux  des 
tangentes,  cotangentes,  sécantes  et  cosécantes  hyperboli- 
ques :  il  suffît  pour  cela  d'y  changer  x  en  x^/—-  i  ;  ainsi  l'on 
trouve 


ex_^e-x        i  ^x  IX 


qX  —  g-a-  X  X'^  -T-  TT^  x'^  4-  47C2 

e+x — ^-x  ^x  IX 


Q-rx^e-x         /7r\2         ^         /37r\2 
■    X- 

'1 


Si  dans  la  formule  (6)  on  fait  ^  =  - ,  on  retrouve  la  formule 

de  Wallis 

TT       1.1.^ ,4-6.6. . . 
1        1.3.3.5.5.7... 


XXII.  —  Développements  de  tanga?,  cota;,  ...,  nombres 
de  Bernoulli. 

Reprenons  les  formules  démontrées  au  paragraphe  précé- 
dent : 

e^ -+- e-^         I  IX  -ix 

e^ — e-^       X        x^-i-Ti^        x'--{-^tJ 
qX  —  p-x  '2X  o.x 


il) 


37r\2 

H-  X- 
'1 
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si  nous  posons 

_   I         I  I 


Jrt  rj^n  3/i 


-^  =  7^+3^+5^ 


'«=  17^  +  371  + ^+--- 


et  si  nous  développons  chaque  fraction  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x,  en  supposant  mod^  <<  tû  dans  la  première 

formule,  et  mod^  <C  -  dans  la  seconde,  nous  aurons 


e^ -T- e~^        \        9.x  7.x'^  ix^ 


ces  formules,  en  changeant  ^  en  ^  sj —  i ,  donnent 

,--  ,  I         ^  T  X  X^ 

2  IX  'K^  TT* 

(4)  -  tang^  z=^  x(-\q2-^  x^[~\   C7i 

Retranchons  l'unité  des  deux  membres  de  (i):  nous  trouve- 
rons 

e~-^  I  \         X  x^ 


=  —  ^  +  —  ^2 7  54-1-.. 


e^ — e--^        'IX  1        71^    -       -k'-* 

ou  bien 


e"-^  —  1        'XX        '1        71^  7r+ 


i^2--^^4-^ 


et,  en  chanireant  ^  en  -: 


\  I  X    S'i  X^     S]^ 

X  1  Tt2     2  71*    2^ 
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ce  que  l'on  peut  encore  écrire 
Si  l'on  pose 

64,62,   ...   sont  ce  que  l'on  appelle  les  nombres  de  Ber- 
noulli.  On  voit  que 

B,=  — i        B3  =  o,  B5  =  o,  ...,     B.2„+i  =  o, 

Les  nombres  de  BernouUi  sont  tous  rationnels.  C'est  ce 
dont  on  s'assure  en  observant  que  la  formule  (6)  donne 

^  =  (e^  —  i)  (  I  +  — -  +  -"Y  +  •  •  •  y 

ou,  en  remplaçant  e^—  i  par  son  développement, 
fx        x'^  \f         Bi^r        B2^2 

-  =  (T-^ir2-^---)('  +  -r  +  T:r- 

identifiant  les  deux  membres,  on  trouve 


I         Bi  I 

H  =0, 

1.2         11 

I  5i  J_         2^2^   = 


1.2.3  I      1.2  1.2    I 

1.2.3.4  I      1.2.3  1.2    1.2  1.2.3    I 


Ces  formules  permettent  de  calculer  B^  B2,  B3,  .  .  . ,  de  proche 
en  proche,  sans  ambiguïté  et  sous  une  forme  rationnelle. 
Il  résulte  de  là  que  les  nombres  52,  ^3,  ...  ne  contiennent 
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pas  d'autre  irrationnelle  numérique  que  le  nombre  iz.  On  voit 
que  l'on  a 


-— — -.  =  IH 1 h  1 h  2  -- 

e^  —  e-^  X  I  1.2  1.2.3 


^-~2 


En  changeant  .r  en  ^  s^'—-  i  et  en  observant  que  B 

on  a 

I       22B,.cp        2^64^3 

cota?  = '—   H — .  .  .. 

X  1.2  1.2.3.4 

Nous  donnons  ci-dessous  la  Table  des  premiers  nombres  de 
Bernoulli,  pris  en  valeur  absolue  avec  leurs  logarithmes. 

Nombres  B.  Logarithmes. 

Vf  ' 

^2  =  g I  ,  22 1  8487 

^*=  3^ 2,5228787 

^  _  I 

^6-  ^- 2,3767607 

1^8  =  ^T 2,5228787 

P  _  5 

^10-^6 2,8794261 

^^^^S T,4o33i54 

Bu=  g 0,0669468 

r>      3617 

^16=  77^ o, 8507783 

B18 1 ,74oi35o 

^20 2,7235577 

^30 ' 8,7792940 

B40 16, 2854803 

^50 24,8751114 

^60 34,3304127 
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XXIII.  —  Expression  des  nombres  de  Bernoulli 
par  des  intégrales  définies. 

En  intégrant  par  parties,  on  trouve 

I     (ïo^xYxPdx  ■= —   1 {lo^xY-'^ xP dx 

—  (_t\n  ^ r    XPdx 

"^    ^  iP-^-^rJo 

Ceci  posé,  on  a,  en  supposant  a  <<  i  et  ^  f  i , 


=  I  -h  7.  X  -h  Oi^  X^  -{-  OL^  X^  -h  .  . 


multiplions  par  (log^)'^<i^  et  intégrons  de  o  à  i ,  en  vertu  de 
la  formule  précédente,  on  aura 


J^  \  —  (ix  ^         '    \  1^^^ 


si,  dans  cette  formule,  on  fait  x  =-  e  ^,  on  trouve 

'   z^dz  .  /  a  a2 


X 


2«  +  l  3/ 


le  premier  membre  est  continu  par  rapport  à  a,  le  second 
tend  vers  n\  Sn^\  \  on  a  donc,  pour  a  —  1 , 


Or  on  a 


_    I      r*  z^dz 


''-=(l^"(-)' 


on  aura  donc 
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OU  bien 

An       r'"  z'-'^-'^dz 


B 


4^     r 


e^  —  1 


On  trouverait,  d'une  manière  analogue,  la  valeur  de 
I  II 

mais  les  cr  se  calculent  facilement,  au  moyen  des  s,  comme  il 
suit  :  on  a 

\_      _    \         Il 

ii«  "^"  ~  ^  "^  4^  "^  6«  "^  "  ■  ' 
I  I 


'--    ^    +^.    '    3« 


donc 


^/i—   ^--    5/i       ou       5/,  (    l 


2'V 


2"  —  I 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.   On  a,  quels  que  soient  «i,  «2?   •  •  • ,  <^«, 
T  I  X  —  a^ 


Z--X       z~ai        {z  —  a^){z  —  a^) 
(x  —  ai) .  .  .(  X  --  a,i-i) 


{z  —  ai)(z  —  a2)...{z^an)  ^ 

(x  —  ai)(x  ---  a^) .  .  .(x — an)        i 
{z  —  ai)(z  —  a=>)...{z  —  a,i)  z  —  x 

Dans  bien  des  cas,  ai,  a^,  ...  seront  tels  que  le  dernier  terme  tendra 

vers  zéro  ;  alors  —33—  sera  développable  en  série  convergente  suivant 

les  polynômes  x  ~  a^,  (a?  —  rti)(rr  —  ag),   ...;   en  multipliant  alors 

les  deux  membres  par  —==_  f{z)  et  en   intégrant  le  long  d'un 

2  71  / ï 

contour  convenablement  choisi,  on  obtient  des  développements  divers 
en  série  àef{x). 
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Si  l'on  prend  a^^  œ^,  a^  —  xq-^  h,  a^  =  XQ-^ih,  . . . ,  on  retrouve 
la  formule 

l/(^)=-/(^o)H ^ ^ 

J  ,    x  —  œ^fx  —  ccQ       ^\l^'^f{xQ) 


\  h       \      h  J       i.'i 

avec  une  forme  particulière  du  reste. 

(Frobenius,  Journal  de  C relie,  t.  73.) 

M.  Frobenius  remarque  que,  si  les  séries  ^a^  et  \  c^a?'^  sont  con- 
vergentes, le  module  de  x  étant  inférieur  à  R,  la  série 

l'est  aussi  dans  un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  un 
rayon  R. 

2.  Si,  dans  la  formule  (i),   on  égale  les   coefficients  des  mêmes 
puissances  de  x,  après  avoir  développé  les  deux  membres,  on  trouve 

A,  B,  G,  . . .  étant  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  ^  dans 
-^ — -^       .  Malheureusement,  les  conditions 
de  convergence  sont  compliquées.  (  Voir  l'exercice  4.) 

3.  En  appelant  i,n  la  somme  des  produits  des  i  premiers  nombres 
1,2,  . . . ,  i  pris  m  à  m,  on  a 

Î2  x^ 


I  rios(i  4-^)]' __    I  i]X 

û  l  X         J   ~  il  ~  (t-4-i)! 


On  trouve  cette  formule,  en  développant  (i  -h^)'"  de  deux  manières 
suivant  les  puissances  de  m  et  en  identifiant  les  résultats. 

4.  On  a 

«  n  n(n  +  3)     „ 

=  1 X  -^ ^ x^- 


1+  ^i-\-x 

—  • 5 X    -\- .  .  . 

I  .2.3 

5.  On  a 


(Lagrange.) 
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6.  On  a 

Voir  l'exercice  4. 

7.  On  a 

n  n(n  —  i)      x'^  i  n -^  \)n{n —  \)      x^ 

"^  1T273T4  (I-H  37)2 

(EuLER,  i^/emotVe^  de  Saint-Pétersbourg,  [811; 
Catalan,  Journal  de  Liouville,  t.  IX). 

Cette  formule  suppose  x  compris  entre  2(1  — s/a)  et  2(1-+- A)- 
En  l'intégrant  pour  /i^  -i,  on  a  un  développement  singulier  de 

log(n-:r). 

8.  On  a 


^  "^  (z  +  /i)(z-t-2/i)    '    {z-^h){z^ih){^z-\-'^h) 

f{z)dz 
Oue  devient  cette  formule  quand  on  la  multiplie  par  -       vr^_-  et 

^  271  V ï 

quand  on  l'intègre? 

9.  On  a 

(Tiré  du  Cours  d'Analyse  de  M.  Hermitc.) 

10.  F(:p)  désignant  l'une  des  fonctions  suivantes  et  a,  6,  c,   .  . . 
ses  zéros,  on  a 

et  pour 

F(;r)  — cosa7  —  cosa,  A=i  —  cosa, 

F(:c)  =  sina7  — sin(2,  ,  A  =  —  sin  «, 

Qtx —  2e^cos«  +  T 


-^^^-?v.-^ 


F(^) 


A  =  I  —  cosa. 
ie^ 

(EuLER,  Inlroductio  in  Analysin.) 
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H.  On  a 

n  =  00 

/z  =  1 

/?i  désignant  un  nombre  qui  n'est  pas  une  puissance. 

(GOLDBACH.) 

12.  On  a,  en  appelant  a,  b,  c,  ...  les  nombres  premiers  successif 


iùi-i"  "'^*^'*'' 


En  conclure  qu'il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers. 

13.  On  a,  en  appelant  a,  b,  c,  ...  les  nombres  premiers  impairs 
successifs, 


le  signe  h-  étant  mis  devant  les  fractions-^  — .,  •    •  ,  aui   corres- 

a'  b^  ^ 

pondent  aux  nombres  a,  b.   ...    de  la  forme  4/z  — i  et  le  signe  — 

devant  les  autres. 


14.  On  a 


cc^ 


{i  —  x){i  —  ax){i  —  a^x)...  '     î  —  a~^(i—a){i  —  a^) 


15. 

On 

a 

1  — 

x[ 

-^ 

xix  —  x^) 
x^x^ 

=( 

/- 

-m- 

(Heine,  Journal  de  C  relie,  t.  39). 

i_  X(X  ~  X])(x  —  .r^)  .  .  .  (X Xn-i) 

XiX2    .    .    .   X;i 

/  X 


X, 
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CHAPITRE  VIII. 

PROPRIÉTÉS  DES  FONCTIONS  MONOGÈNES  ET  MONODROMES. 

I.  —  Préliminaires. 

Nous  allons  montrer  comment  la  théorie  de  Gauchy,  sur 
les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires, 
s'applique  à  l'étude  des  fonctions  monogènes,  c'est-à-dire 

des    fonctions    de   ^  H-JK  V — ^    ^^   ^^   forme  X-j-Yy/ — i, 

telles  que 

dX  _dY  ^  _  ^  _ 

dx         dy  dy         dx 

Ces  fonctions  sont  celles  que  l'on  rencontre  le  plus  souvent 
en  Analyse,  et,  comme  l'on  en  considère  rarement  d'autres, 
il  en  résulte  que  l'on  est  tenté  de  les  regarder  comme  les  plus 
générales  et  que  leurs  propriétés  curieuses  ont  lieu  de  sur- 
prendre au  premier  abord;  mais  cette  surprise  disparaîtra, 
si  l'on  réfléchit  que  les  fonctions  monogènes  sont  en  réalité 
des  fonctions  de  deux  variables  satisfaisant  à  deux  équations. 

IL  —  Sur  une  formule  fondamentale. 

Théorème.  —  Soient 

f{^)  une  fonction  qui  reste  finie  et  continue  le  long  d^une 

courbe  ZqTj  de  longueur  finie  ; 
\  une  quantité  dont  le  module  est  au  plus  égal  à  un; 
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S  ime  valeur  de  z  située  sur  la  courbe  Zq  Z  entre  le  point  z^ 

et  le  point  Z; 
S  la  longueur  de  Varc  ZqT^ 


on  aura 


(I)  J     f(z)dz -iS/iQ. 

En  effet,  l'intégrale 

f  fMdz 

peut  se  ramener  à  une  intégrale  prise  entre  des  limites  réelles  ; 
en  posant  œ  =  (d{s),  y  =  ^(5),  s  désignant  l'arc  du  contour 
compté  à  partir  du  point  Zq,  on  a  alors 

Le  module  de  ~  -1-  -^  y^—  i  est  un;  en  observant  alors  que 

le  module  d'une  somme  est  moindre  que  la  somme  des  modules 
de  ses  parties,  on  trouve 

(2)  ^^^T  f[z)dz<    Ç   moàf{z)ds; 

moàf{z)  est  une  certaine  fonction  de  s,  8(5);  or  on  sait  que 

a-  étant  une  valeur  de  s  comprise  entre  o  et  S;  on  aura  donc, 
au  lieu  de  (2), 

mod    /    f{z)dz<Smoàf{Q, 

s  désignant  la  valeur  de  z  correspondante  à  la  valeur  a-  de  s. 
On  peut  écrire  cette  formule 

ni 

mod   /     f{z)dz^eSmodf{Q, 
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£    étant  compris  entre  o  et    i .    Soient   alors   o   rargument 
de    /    f(^z)dz^  et  a  l'argument  de  /(?),  on  aura 

et,  en  multipliant  par  e?^^~% 

or  se^Ç-Q'^vZ-i  est  une  quantité  \  dont  le  module  est  compris 
entre  o  et  i  ;  on  a  donc 
,z 


J^  f(z)dz=.lSfiQ. 


C.     Q.     F.     D. 

III.  —  Formule  de  Taylor. 

Supposons  qu'une  fonction /(^)  reste  synectique  à  l'inté- 
rieur d'un  contour  fermé  simple  G,  de  longueur  s  et  sur  ce 
contour;  on  a  vu  que  l'on  avait  pour  tout  point  ce  intérieur  à 
ce  contour 


l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  C,  en  différentiant 
par  rapport  kx'^  on  a  d'ailleurs 


I        I-^  271  /^J     (Z  —  X 


y^^^ 


or  on  a  l'identité 


z  —  X        {z  —  a)  —  {x — a) 
I  X  —  a 


-a        {z  —  a)2 
(x  —  a)^  /  X  —  a 


(^  — a)«+-i 
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Multiplions  (i)  par- \^=^f{z)dz  et  intégrons  le  long  du 

2  7:  y/—  I 

contour  C;  nous  aurons 

fix)=  __!__    rf{^)dz    ,  t  rf{z)dz{x-aY 

_^ 1 r/x~a\'i+'^  f{z)dz 

27t/— ^^    \z~a]  z  —  X 

ou,  en  vertu  de  (2)  et  en  supposant  le  point  a  dans  l'aire  C, 

/(^)  =  /(«)  +  (^-«)/(a)  +  ...+  /^-^/-(a)+R; 

ce  qui  est  la  formule  de  Tajlor.  Le  reste  R  est  donné  par  la 
formule 

(3)      ■  R=— '-_r/f^--«V"'/(i}iî, 

27r/— iJ    \z  —  aj  z  —  x 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

^^  X.V  /^-«\«M  fit) 


ir.  \'C,  —  a  J        t^  —  X 

\  étant  de  module  moindre  que  un,  s  désignant  la  longueur 
de  contour  G  et  Ç  une  valeur  de  z  située  sur  le  contour. 
De  (3)  on  tire 

^^  I  ,  ,    r[x  —  aY  f{z)dz  (x  —  a)"'    ^      ,,    , 

donc 

r""  {x  —  a  Yfn+i  (  a  )  da 
~  J^^  1.2.3.  ..n 

Si  a  est  réel,  cette  valeur  de  R  se  met  facilement  sous  la 

forme 

ix  —  a)'^- 


1 . 2 .  .  .  (  /i  4-  I  ) 


fii+i^a^  ^{x  —  a)\ 


IV.  —  Quelques  définitions,  classification  des  singularités. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  tous  les  points  situés  à  l'infini  seront 
censés  condensés  en  un  seul,  et  l'on  dira  qu'une  fonction/(^) 
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aune  valeur  bien  déterminée  /au  point  situé  à  l'infini,  si/(^) 
tend  vers  la  même  limite  l  de  quelque  manière  que  l'on  fasse 
croître  le  module  de  z  pour  le  rendre  infini. 

Nous  parlerons  quelquefois  d'un  contour  fermé  infiniment 
petit  entourant  le  point  à  l'infini;  il  faudra  entendre  par  là 
un  contour  fermé  situé  à  une  distance  infinie  de  l'origine. 
C'est  un  contour  qui  se  transformerait  en  contour  infiniment 
petit  contenant  l'origine,  si,  dans  son  équation  polaire,  on 

remplaçait  le  rayon  vecteur  r  par  -• 

Une  fonction  sera  monodrome  au  point  situé  à  l'infini,  si 
elle  est  monodrome  à  l'extérieur  d'un  contour  fermé  ayant 
ses  limites  à  l'infini,  ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose, 
f{z-)  sera  monodrome   dans  le  voisinage  du  point  à  l'infini, 

si/f  -  j  est  monodrome  dans  un  contour  fermé  suffisamment 

petit  contenant  l'origine. 

Quelques  géomètres  que  ces  locutions  ont  choqués,  mais 
que  n'ont  pas  choqués  les  locutions  de  droite  de  V infini, 
points  ombilicaux,  etc.,  ont  donné  des  imaginaires  la  repré- 
sentation suivante  : 

Pieprésentant  d'abord   l'imaginaire   x  ^r  y  \  —  i,   comme 


Fi; 


Cauchy,  à  l'aide  d'un  point  M  de  coordonnées  x^  y  sur  un 
plan  X  Ojr,  on  considère  une  sphère  S  tangente  en  O  à  ce  plan  : 
soit  O^  le  pôle  opposé  à  O,  la  droite  O'M  rencontre  la  sphère 
en  IVr,  et  c'est  alors  le  point  M^  qui  représente  définitivement 
l'imaginaire  x  H-JKV' —  ^  • 
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Dans  ce  mode  de  représentalion,  l'infini  est  effectivement 
représenté  par  un  point  unique  O'.  Ce  mode  de  représentation 
est  dû  à  M.  Neumann. 

On  appelle />om^  singulier  ou  point  critique  d'une  fonc- 
tion un  point  où  elle  cesse  d'être  soit  finie,  soit  continue, 
soit  bien  déterminée,  soit  monodrome,  soit  monogène.  Les 
points  critiques  ont  été  classés  comme  il  suit  : 

i"  Les  infinis  ou  pôles  sont  des  points  où  la  fonction 
devient  infinie,  de  telle  sorte  que  son  inverse  soit  nulle,  bien 
déterminée  et  continue  en  ces  points. 

2^  Les  points  essentiels,  où  la  fonction  devient  indéter- 
minée, ou  discontinue. 

1 

o  est  un  point  essentiel  pour  la  fonction  e^ . 

3^  Les  points  de  ramification,  que  nous  étudierons  plus 
tard,  où  la  fonction  cesse  d'être  monodrome. 

Nous  dirons  qu'un  point  est  un  zéro  ou  racine  de/(x), 
si,  en  ce  point, /(^)  s'annule  sans  devenir  indéterminée; 
ainsi  un  zéro  ne  sera  jamais  un  point  essentiel. 

V.  —  Théorèmes  de  Cauchy  sur  les  fonctions. 

TnÉoiiisME  L  —  Si  une  fonction  est  synectique  à  l'inté- 
rieur d^un  contour  fermé  simple^  toutes  ses  dérivées  sont 
synectiques  à  U intérieur  du  même  contour. 

En  effet,  soit/(3)  une  fonction  synectique  à  l'intérieur  d'un 
contour  fermé  G  :  on  aura 

..  ,  T        rf{z)dz ^ 

2,  T.  y/ —  i*y      ^       ^ 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  intérieur  à  G  et 
aussi  voisin  que  l'on  voudra  du  contour  G;  on  en  tire 


f{z)d^ 


1  iz  y/ —  \J    (  - 
le  second  membre  de  cette  formule  est  évidemment  synec- 
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tique;  il  en   sera   de  même  de  f'{x),   par  suite  de  f"{x), 
/"'(^),   ....  C.    Q.    r.    D. 

Théorème  II.  —  Une  fonction  monodrome  et  monogène 
dans  toute  Vétendue  du  plan  devient  nécessairement 
infinie  pour  une  valeur  finie  ou  infinie  de  sa  variable. 

En  effet,  la  formule 


^•'^'-T^j-Jïf-'lr-'- 


en  prenant  un  contour  d'intégration  circulaire  de  rayon  R 
décrit  du  point  x  comme  centre,  c'est-à-dire  en  posant 

z  -  ;r  H-  Re9^^,         dz  ^  Re^^^^O  v^^, 
devient 


ou 


Soit  M  le  module  maximum  de/(Re^v/-i  )  j  le  module  d'une 
somme  étant  moindre  que  la  somme  des  modales  de  ses 
parties,  on  a 


I       Md^     ou     ^M    /       d%     ou     ^27: M; 

on  en  conclut 

M^Rmod/'(;r). 

Or  on  peut  toujours  supposer /'(^)  différent  de  zéro,  sans 
quoi /^(^)  serait  constamment  nul  el  f(x)  serait  constant. 
Or,  R  pouvant  être  pris  aussi  grand  que  l'on  veut,  il  en  résulte 
que  M  pourra  aussi  être  pris  aussi  grand  que  l'on  veut.  Si 
donc  M  o\\f{x)  n'est  pas  infini  pour  une  valeur  finie  de  x,  il 
le  deviendra  pour  une  valeur  infinie  de  sa  variable. 

Théorème  III.  —  Une  fonction  monodrome  et  monogène 
L.  —  Traité  d'Analyse,  III .  22 
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dans  toute  V étendue  du  plan  devient  nécessairement  nulle 
et  infinie,  pour  des  valeurs  finies  ou  infinies  de  savariable. 

En  effet,  elle  devient  nécessairement  infinie  et  la  considé- 
ration de  son  inverse  prouve  qu'elle  doit  nécessairement 
devenir  nulle,  puisque  cette  fonction  inverse  doit  devenir 
infinie;  mais  le  zéro  ou  l'infini  peut  coïncider  avec  un  point 
essentiel  situé  à  l'infini. 

Nous  dirons  que  a  est  un  zéro  de  f{z)  d'un  ordre  de  mul- 
tiplicité a  si  l'on  peut  mettre /(^s)  sous  la  forme 

cp(s)  n'étant  plus  ni  nul  ni  infini  pour  5:=  a;  a  sera  un  infini 
d^un  ordre  de  multiplicité  a  si /(;:;)  peut  se  mettre  sous  la 
forme 


cp(s)  n'étant  plus  ni  nul  ni  infini  pour  z 


a. 


Théorème  IV.  —  Toutes  les  dérivées  d'une  fonction 
synectique  à  V intérieur  d'une  aire  G  ne  sauraient  s'an- 
nuler en  même  temps  que  cette  fonction  en  un  point  situé 
à  l' intérieur  de  cette  aire. 

En  effet,  soit  f{x)  la  fonction  en  question  :  supposons 
qu'elle  s'annule  pour  x  =^  a^  ainsi  que  ses  dérivées /^(^), 
f"(.x),  ...  ;  soit  X  un  point  intérieur  au  cercle  de  rayon  l\ 
décrit  du  point  a  comme  centre  ;  supposons  R  assez  petit  pour 
que  le  cercle  en  question  ne  sorte  pas  de  l'aire  C,/(a),/' (a)^ 
f'(a),  ...  étant  nuls,  la  formule  de  Taylor  donnera  (p.  333  ) 


f(.x)=  —  ( 


/(O 


S  désignant  le  contour  2  7rR  du  cercle,  et  X^  une  valeur  de  ;: 
située  sur  ce  cercle,  ).  a  un  module  compris  entre  o  et  i.  On 
peut  aussi  écrire 
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le  module  R  de  (^  —  a  étant  plus  grand  que  celui  de  ^  —  a,  on 

pourra  toujours  prendre  n  assez  grand  pour  que  ( j 

ait  un  module  aussi  petit  que  l'on  voudra  :  doncy(^)  --::zz  o.  La 
fonction  /(^)  est  donc  nulle  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  R 
ayant  son  centre  en  a. 

Je  dis  qu'elle  est  nulle  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  C. 
En  effet,  supposons  qu'elle  ne  soit  nulle  que  dans  une  portion 
limitée  de  cette  aire  que  nous  appellerons  D,  et  que  dans  des 
portions  de  G  voisines  de  D  elle  puisse  prendre  des  valeurs 
différentes  de  o.  Soit  h  un  point  voisin  de  la  portion  D,  tel 
que/(6)^o,  on  peut  toujours  supposer  que,  dans  l'aire  D, 
on  trouve  un  point  a  assez  voisin  de  h  pour  qu'un  cercle,  ayant 
son  centre  en  a  et  un  rayon  un  peu  supérieur  à  la  distance  ah^ 
ne  sorte  pas  de  l'aire  C.  Au  centre  de  ce  cercle,  /(^)  et  ses 
dérivées  sont  nulles  ;  donc/(s)  est  nulle  à  l'intérieur  du  cercle 
en  question  :  donc /( 6)  =  o.  c.   q.  r.   d. 

Théorème  V.  —  Une  fonction  synectique  à  U intérieur 
dhine  aire  G  limitée  par  un  contour  fermé  simple  ne 
saurait  être  constante  dans  une  portion  finie  de  cette  aire, 
fut-ce  même  le  long  d'une  courbe,  sans  être  constante  dans 
toute  l'étendue  de  l'aire  G. 

En  effet,  supposons  que  la  fonction /(^)  puisse  prendre  la 
valeur  constante  k  dans  une  portion  finie  de  l'aire,  f{z)  —  k 
serait  nulle,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  dans  la  portion 
o\xf(^z)  reste  constante^  et  par  suite  en  un  point  de  l'aire  G^ 
elle  serait  donc  nulle  dans  toute  l'étendue  de  l'aire,  el/(jz) 
serait  constante  aussi  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  G. 

c.    Q.    F.    D. 

GoiioLLAiRE.  —  Deux  fonctiojîs  synectiques  dans  une 
aire  G,  égales  dans  une  portion  finie  de  cette  aire,  sont 
égales  dans  toute  l'étendue  de  l'aire. 

Car  leur  différence,  étant  nulle  dans  une  portion  finie  de 
l'aire,  est  nulle  dans  toute  l'étendue  de  l'aire. 
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Théorème  VI.  —  Si  la  fonction  f{x),  synectique  à  Vin- 
térieur  de  l'aire  C,  s'annule  pour  x  ^=.  a^le  point  a  appar- 
tenant à  Vaire  G,  cette  fonction  est  de  la  forme 

(a?  — a)^cp(^), 

m  désignant  un  nombre  entier,  positif,  fini,  et  o[x)  une 
fonction  qui  n^est  ni  nulle  ni  infinie  pour  x  :=^  a. 

En  effet,  on  a 


v  —  aY^    r         f{x 

i7ri/:r7  J  (z  —  a) 


/-i  J   {z-ayn{z~x) 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  fermé  décrit 
autour  du  point  a  et  intérieur  à  l'aire  G.  Mais,  f{a)  étant 
nul,  toutes  les  dérivées  de  f{x)  ne  peuvent  pas  être  nulles 
pour  ^  =  <2;  soit  donc  f"^{a)  la  première  dérivée  de  f{x) 
différente  de  o  pour  x  =  a^la.  formule  précédente  deviendra 
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/_i  J  (z~~ay>^{z-xy 


f^(a) 


le  coefficient  de  (x  —  aV"-  se  réduit  pour  x  =  a  ii 

^  ^  ^  1.2.3. .  .m 

il  n'est  par  conséquent  pas  nul,  et/"(.r)  est  bien  de  la  forme 
annoncée. 

GoROLLAiRE.  —  Si  unc  fonctlon  f(x) ^  synectique  à  l'in- 
térieur de  l'aire  G,  s^  annule  pour  x--=a,x=^b.,x=:c,  les 
points  a,  b,  c  étant  situés  dans  l'aire  G,  f{x)  sera  de  la 

forme 

f{œ)  =  o{x){x  —  a)'«(^  —  bY{x  —  c)po{x), 

c^{x)  n^ étant  ni  nul  ni  infini  pour  ^  =  a,  x  ^=  b.,  ^  =  c. 

En  effet,  f{x)  est  de  la  forme  {x  —  a)"^o[x)  d'après  le 
théorème  précédent,  m  étant  un  entier  et  <^{x)  une  fonction 
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synectique  qui  n'est  ni  nulle  ni  infinie  pour  ^  =  a,  mais  qui 
s'annule  pour   x=b,    .r=c;   o{x)  est   donc  de  la  forme 

{x  —  b)'^  ^{^)^  ^^1  P^^  suite,  f{x)  est  de  la  forme 

'h[x)  n'étant  ni  nul  ni  infini  pour  x  =^  a^  x  =^  b,  etc. 

Théorème  VIL  —  La  fonction  f{x)  synectique  dans 
l'aire  G  a  nécessairement  un  nombre  limité  de  racines 
dans  cette  aire,  si  cette  aire  est  elle-même  finie . 

En  effet,  /'(^)  s'annulant  pour  x  =^  a  dans  l'aire  G,  nous 

venons  de  voir  que 

f(x)  =  {x  —  a)^^o(x). 

'j(^x)  n'étant  ni  nul  ni  infini  pour  x^=  a^  et  m  désignant  un 
entier,  cette  fonction  o{x)  est  évidemment  continue  et,  par 
suite,  elle  ne  saurait  s'annuler  pour  une  valeur  de  x  infi- 
niment voisine  de  a]  f{x)  ne  saurait  donc  s'annuler  non 
plus  pour  une  valeur  infiniment  voisine  de  a;  les  zéros  de 
f{x)  dans  l'aire  G  sont  donc  séparés  par  des  intervalles  de 
grandeur  finie  elf(x)  ne  saurait  avoir  une  infinité  de  zéros 
dans  une  aire  finie. 

Théorème  VIII.  —  Une  fonction  monodrome,  monogène 
et  bien  détermijiée  dans  V  intérieur  d'une  aire  finie  G  ne 
saurait  avoir  une  infinité  de  zéros  ou  d'ijifinis  dans  cette 
aire. 

Nous  venons  de  voir  qu'elle  ne  pouvait  pas  avoir  une  infi- 
nité de  zéros  sans  infinis. 

Elle  ne  peut  avoir  un  nombre  infini  de  zéros  et  un  nombre 
limité  d'infinis;  en  effet,  elle  ne  peut  avoir  un  nombre  infini 
de  zéros  entre  le  contour  G  et  des  contours  infinitésimaux  en- 
tourant les  infinis  situés  dans  l'aire  G.  Donc,  c'est  autour  des 
infinis  que  viendraient  se  grouper  une  infinité  de  zéros,  infi- 
niment rapprochés  de  ces  infinis^  ces  infinis  ne  seraient  pas 
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des  infinis  ordinaires  ou  pôles,  ce  seraient  des  points  essen- 
tiels, puisque  l'inverse  de  la  fonction  n'y  serait  pas  continue. 

Elle  ne  peut  non  plus  avoir  un  nombre  infini  de  zéros  et 
un  nombre  infini  d'infinis. 

Enfin  elle  ne  peut  pas  avoir  un  nombre  infini  d'infinis,  sans 
quoi  son  inverse  aurait  un  nombre  infini  de  zéros. 

Théorème  IX.  —  Si  une  fonction  monodrome  et  mono- 
gène dans  une  aire  contenant  le  point  a,  sans  autre  dis- 
continuité que  des  infinis,  devient  infinie  pour  x  :=^-  a,  elle 

peut  se  mettre  sous  la  forme  ■ — ^- — - —  ?  m  désignant  un 

^  ^  ^x  ~  a)'"-  ^ 

nombre  entier  et  ^(^)  une  fonction  cjui  n^est  ni  nulle  ni 
infinie  pour  x-=  a. 

En  efi'et,  l'inverse  de  /(.^)  s'annule  pour  x  ^=^  a\  dans  le 
voisinage  du  point  a,  elle  n'a  pas  d'infinis,  sans  cjuoi  a  serait 
un  point  essentiel  de/(^);  donc  l'inverse  de/(^)  est  de  la 

forme  (^  —  (2)^cp(^)  ou  — .^  ^^    •>  ^[x)  et  ^{x)  n'étant  ni 

nuls  ni  infinis  pour  x  =  a,  et,  par  suite,  /{^c)  lui-même  peut 

se  mettre  sous  la  forme      "^ 


{x  —  ay 


Corollaire.  —  Si  la  fonction /(^)  monodrome  et  mono- 
gène (sans  points  essentiels)  dans  l'aire  G  admet  les  zéros  a, 
6,  c,  ...  et  les  intlnis  a,  [3,  ^',  .  .  .  situés  dans  cette  aire,  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

^'^  {x-u)v-{x-<^y...  ^^   ''' 

'|i(^)ne  devenant  plus  ni  nul  ni  infini  aux  points  a,  b,  c^  .  .  . 

a,  (j,  V, 

Les  fonctions  dénuées  de  points  essentiels,  et  possédant 
par  conséquent  un  nombre  limité  de  zéros  et  d'infinis  dans 
une  aire  C,  ont  quelquefois  été  appelées  méromorplies  (Briot 
et  Bouquet). 
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VI.  —  Théorèmes  de  Cauchy  sur  les  zéros  et  les  infinis 
d'une  fonction,  contenus  dans  l'intérieur  d'un  contour  fermé. 

Théorème.  —  Soit  f[z)  une  fonction  monodronie  et  mo- 
nogène, sans  points  essentiels  à  U intérieur  cVun  contour 
fermé  simple  Q,  possédant  à  U  intérieur  de  ce  contour  les 
zéros  <2,,  (^2,  «3,  .  .  .  avec  les  degrés  de  multiplicité  respec- 
tifs m<,  m^,  m^,  .  .  .  et  les  infinis  a<,  a2,  a3,  ...  avec  les 
degrés  de  multiplicité  respectifs  [i-i,  [JI2,  [JI3,  ...  ;  soit  F(^) 
une  fonction  synecticjue  à  ^intérieur  du  contour  Q^  on  aura 

miF(ai)  -r-  W9F(a=))  -f-, .  .—  [jt.iF(ai)  —  [JL=>F(a9)  --.  .  . 

V intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  G  ow,  plus  exac- 
tement, le  long  dhin  contour  infiniment  peu  différent  de 
G  et  intérieur  à  G. 

En  effet,  on  a 

J^^^-'  jz-^v^z-a-^^.::  "*^^^' 

0  i^z)  n'étant  ni  nul  ni  infini  pour-s  -—  a<,  a^,  .  .  . ,  a,,  ao,  .... 
Prenons  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres  de 
cette  formule  :  nous  aurons 

f{z)  '    Zàz  —  at       Zàz  —  ^j'    \z)' 
multiplions  les  deux  membres  de  cette  formule  par 

17/    N        dz 

F(^) -^_ 

2TTy/ — I 


et  intégrons  le  long  du  contour  G,  en  observant  que  (p.  245) 

dx 


l'intégrale 


/ 


F(^) 
prise  le  long  d'un  contour  fermé  contenant  le  point  a  est 
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égale  à  211  y/ —  iF(a)  et  que  O'(^)  est  fini  en  vertu  du  théo- 
rème I,  nous  trouverons 

c'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

Corollaire  I.  —  Si  le  contour  G  contenait  un  seul  zéro 
et  pas  d^infîni  de/(^),  on  aurait 


et,  en  particulier, 
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^f'(^) 


•/     \    ^-^i 


ce  qui  permet  de  remplacer  le  calcul  d'une  racine  par  le  calcul 
d'une  intégrale  définie,  quand  cette  racine  a  été  séparée. 

Corollaire  IL  —  Supposons  que,  dans  la  formule  (i),  on 
fasse  F(.s)  =  i,  elle  deviendra 


ce  qui  signifie  que  : 

Le  nombre  des  zéros,  diminué  du  nombre  des  infinis 
d'une  fonction  monodrome  et  mono  gène,  sans  points  essen- 
tiels à  V intérieur  du  contour  C,  est  égal  à  Vintégrale 

prise  le  long  de  ce  contour j  pourvu  qu^un  zéro  ou  un  infini 
d'un  ordre  de  multiplicité  k  soit  compté  pour  k  zéros  ou 
k  infinis. 

Or  on  peut  évaluer  l'intégrale  (2)  comme  il  suit  :  l'inté- 
grale indéfinie  est -^=rr  log/(^)  ;  pour  obtenir  l'intégrale 

2  TC  \/  —  I 
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définie  (2),  il  faut  remplacer  z  par  sa  valeur  initiale  quand 
on  lui  fait  décrire  le  contour  d'intégration,  puis  par  sa  valeur 
finale  et  faire  la  différence  des  résultats;  bien  que  la  valeur 
finale  et  la  valeur  initiale  de  z  soient  les  mêmes,  les  valeurs 

correspondantes  de -~~.  log'/(^)  ne  sont  pas  les  mêmes; 

on  a,  en  effet  (p.  228  et  suiv.), 


2  7r  s/ —  I  ITZ  s/ 

\o^moàf[z)  reprend  sa  valeur  initiale  quand  le  point  z  a 
achevé  sa  révolution  sur  le  contour  d'intégration,  mais 
arg/(;:)  s'est  en  général  modifié,  en  sorte  que  l'intégrale  (2) 
est  égale  à  la  variation  subie  par  l'argument  de/(:;)  divisé 
par  27:;  donc  : 

Corollaire  III.  —  Le  nombre  des  zéros  de  f{z)  contenus 
dans  le  contour  C,  diminué  du  nombre  de  ses  infinis,  est 
égal  à  la  variation  que  subit  Vargument  de  cette  fonc- 
tion, quand  sa  variable  parcourt  le  contour  G  tout  entier, 
divisée  par  it:. 

La  fonction /( 3)  peut  se  mettre  sous  la  forme  X  -J-  Y  y/  —  \ 

Y 

et  son  argument  est  une  des  valeurs  dearctang^*  La  varia- 
tion de  cet  argument  est  un  multiple  de  27c,  que  l'on  éva- 
luera comme  il   suit  :   faisant  cheminer  le  point  z  le  long 

Y         .  ....  .  Y 

de  C,  ^  deviendra  plusieurs  fois  infini  (sans  quoi  arctang^? 

ne  franchissant   pas    de    multiple    de  f-?  ne    pourrait   varier 

de  2t:).  Soient  N  le  nombre  de  fois  qu'il  devient  infini  en 
passant  du  négatif  au  positif,  n  le  nombre  de  fois  qu'il  devient 
infini  en  passant  du  positif  au  négatif,  la  variation  de  l'argu- 

mentdey(;3)oudearctang^  sera  évidemment  égale  à t:; 

Y 

quand,  par  exemple,  arctang;^  a  franchi  deux  fois  un  mul- 
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tiple  de  -  en  passant  du  négatif  au  positif,  il  a  cru  de  tt; 
donc  : 

Corollaire  IV.  —  Le  nombre  des  zéros  de  f{z)  contenus 
dans  le  contour  C,  diminué  du  nombre  des  infinis  con- 
tenus dans  le  même  contour,  est  égal  au  nombre     ~    > 


Y 


N  désignant  le  nombre  de  fois  que  v-  passe  du  négatif 


X 


au 


positif  en  devenant  infini,  et  n  le  nombre  de  fois  qu'il 
passe  du  positif  au  négatif  en  devenant  infini. 

Soient 

■y 

les   équations   du  contour  C;   la  fonction  ;^  le  long  de  C 

pourra  être  considérée  comme  une  fonction  de  t.  Soient  ^o 
et  T  les  valeurs  initiale  et  finale  de  t  quand  le  point  z  décrit 
le  contour  G  en  entier;  d'après  ce  que  l'on  a  vu  (p.  1 1 1),  on 
aura 

IT  Y 

Lorsque  la  fonction/(3)  est  entière,  Yet  X  sont  des  poly- 
nômes entiers  de  x  ely;  le  contour  C,  quel  qu'il  soit,  ne  con- 
tient pas  d'inlînis,  et  l'on  a 

jT  Y 


I 


X^ 


or  on  a  vu  (p.  ii4)  comment,  par  des  divisions  successives, 

IT  Y 
^  quand  X  et  Y  sont  entiers 

en  t. 

Pour  faire  une  dernière  application  de  la  formule  (i),  si 
riche  en  conséquences,  supposons  que  la  fonction  /  soit 
transcendante  et  qu'elle  ait  une  infinité  de  zéros;  si  l'on  fait 
grandir  indéfiniment  le  contour  G,  le  second  nombre  se  trans- 
formera en  une  série,  dont  le  premier  nombre  donnera  la 
valeur  sous  forme  d'intégrale  définie.  Mais  il  y  a  ici  une  pré- 
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caution  indispensable  à  prendre  :  il  faut  écrire  les  termes  de 
la  série  dans  un  ordre  bien  déterminé,  qui  est  celui  dans  lequel 
ils  s'ajoutent  à  mesure  que  l'on  fait  croître  indéfiniment  le 
contour  d'intégration  ;  car  l'intégrale  qui  figure  dans  le  premier 
membre  de  (i)  peut  changer  de  valeur  suivant  la  manière  dont 
on  déforme  le  contour  d'intégration  en  le  faisant  grandir. 

Prenons,  par  exemple,  pour  contour  d'intégration  un  cercle 
de  rayon  infini  décrit  de  l'origine  comme  centre;  soit 

nous  aurons 

o{z)dz 

-  ^  yi^u;  — 
l 

-f-  [  çp  (  n  )  -4-  o  (  —  n)\~~  . 


si  ^[z)  devenait  infini,  il  est  clair  qu'il  faudrait  ajouter  au 
second    membre   le   résidu   de '-"^^ —  relatif  aux  infinis 

decp(^). 

Posons,  par  exemple,   cp(^)=:  ---?  i  désignant  un  entier, 

l'intégrale   du  premier  membre   sera  nulle  et  le   résidu  de 

I  I  clAi  z 

sera ^^, ;  - — -. pour  ^  -—  o  ;  on 


^2/(  g27r;:v'-i j\  v  .1  .'^ .  .  . 'li  dz^'-   Q-mz'J-x. 

aura  donc,  au  lieu  de  la  formule  (A), 


1.Z...11  I  az"-'   T  _  627::; /-i 
pour  t  =r  I ,  on  trouve 


6  ~  r^  "^  -ip-  ^  p 


9.  2 

7^'   ~^    2 2^' 


VII.  —  Application  des  principes  précédents. 

Nous  allons  appliquer  le  théorème  de  Cauchy,  démontré 
au  paragraphe  précédent,  au  développement  des  racines  de 
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certaines  équations;  mais  nous  allons  nous  en  servir  d'abord 
pour  établir  quelques  théorèmes  sur  les  fonctions  implicites. 

Théorème  I.  —  Toute  fonction  y  de  x  définie  par  une 
équation 

dans  laquelle  f{x,y)  désigne  une  fonction  de  x  et  de  y, 
monodrome  et  nionogène  par  rapport  à  y  et  à  x  dans 
toute  retendue  du  plan,  reste  continue,  monodrome  et 
monogène  à  V  intérieur  de  tout  contour  fermé  G  simple  qui 
ne  contient  pas  de  point  x,  pour  lequel  y  devient  infini, 
ou  pour  lequel  Inéquation  f(^x^y)=zo  a  une  racine  mul- 
tiple. 

Le  théorème  serait  encore  vrai  si,  x  variant  à  l'intérieur 
du  contour  C,  y  variait  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé 
simple  C  et  si  la  fonction /(^,jk)  restait  monodrome,  mono- 
gène, finie  et  continue  pour  tous  les  points  x  intérieurs  au 
contour  G,  et  pour  les  points  jr  intérieurs  au  contour  G'. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  un  contour 
fermé  simple  G  qui  ne  contienne  qu'une  racine  y  de  l'équa- 
tion (i)  :  cette  racine  sera  donnée  par  la  formule  (p.  343) 

/    ^                                               1  f     f^{x,  z)dz 

(2)  y  = /  z  "^    .     — - — , 

f  et/2  désignant  pour  abréger  .-  et  j-j  pourvu  que /ne  de- 
vienne pas  infini  dans  le  contour  G'  quand  on  fait  varier  x. 
Il  est  clair  que,  dans  ces  conditions,  l'intégrale  qui  figure 
dans  la  formule  (2)  est  une  fonction  finie,  continue,  mono- 
drome et  monogène  de  ^;  il  en  est  de  même  de  y. 

Théoiiiîme  il  —  Les  points  x  où  Inéquation  (i)  acquiert 
des  racines  multiples  peuvent  être  des  points  critiques  de 
la  fonction  y . 

Gela  résultera  d'une  analyse  que  nous  développerons  un 
peu  plus  loin;  pour  le  moment,  il  faut  observer  que  le  rai- 
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sonnement  que  nous  avons  fait  tout  à  l'heure  ne  s'applique 
plus  à  une  racine  multiple,  que,  d'ailleurs,  si  L'on  différentic 
la  formule  fi),  on  a 

et  que  -—-  croît  ordinairement  jusqu'à  l'inQni  quand  f^  tend 
vers  zéro,  c'est-à-dire  quand  y  devient  racine  multiple  de(i). 


VIII.  —  Série  de  Burmann. 

Supposons  que  la  fonction  8  (3)  soit  synectique  àFintérieur 
d'un  contour  fermé  G  et  qu'elle  n'ait  qu'une  racine  à  l'intérieur 
de  ce  contour;  si  le  nombre  x  n'est  pas  très  différent  de  cette 
racine,  en  d'autres  termes,  si  B(:r)  n'a  pas  un  module  très 
grand,  on  pourra  supposer  que,  le  long  du  contour  C, 

(i)  mod0(^)>mod6(;27). 

Supposons  donc  :  i^  qu'à  l'intérieur  du  contour  G,  Q(^) 
soit  synectique;  2*^  qu'elle  n'ait  qu'un  seul  zéro;  3°  enfin 
que,  X  étant  intérieur  au  contour  G,  on  ait  toujours  pour  les 
points  z  situés  sur  ce  contour  l'inégalité  (i).  Je  dis  que, 
siy(-s)  est  une  fonction  synectique  à  l'intérieur  du  contour  G, 
on  pourra  le  développer  suivant  les  puissances  ascendantes 
dee(^). 

En  effet,  appelons  IN  le  nombre  des  racines  de 

dont  l'une  est  x.  contenues  dans  le  contour  G;  on  aura 


En  vertu  de  (1),  on  pourra  développer  le  second  membre  d( 
cette  formule  suivant  les  puissances  de  B(^),  et  l'on  aura 
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Tous  les  termes  du  second  membre  sont  nuls,  ainsi  que  le 
montre  l'intégration  immédiate,  sauf  le  premier  qui  est  égal 
au  nombre  des  racines  de  ^(z)  —  o  contenues  dans  C,  c'est- 
à-dire  à  un,  donc  N  =^  i  ;  on  aura  donc,  en  intégrant  toujours 
le  long  du  même  contour  G, 

Si,  à  l'intérieur  du  contour  C,  l'équation  8(^)  --  o  avait  a  ra- 
cines, l'équation  8(^)  —  ^(x):=  o  en  aurait  a  aussi,  toujours 
sous  la  condition  (i),  et,  en  appelante,  x\  x" ^  .  .  .  ces  racines, 
la  formule  (2)  devrait  être  modifiée  :  son  premier  membre 
devrait  être  remplacé  par/(^)  -'i-  f{x')  -r  f{x")  -^  .  .  .. 

Ceci  posé,  puisque  l'on  suppose  que,  le  long  du  contour  G, 
le  module  de  O(^)  reste  inférieur  à  celui  de  B(i;),  l'intégrale 
qui  entre  dans  la  formule  (2)  pourra  se  développer  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  fonction  ^(x)^  et  l'on  aura 

.3.  r^  ^~2Trv/:-ELj^e(T)— ^^^"17  ^6^^^~^••• 
Or,  en  général,  on  a,  en  intégrant  par  parties, 

si  l'on  pose  alors 

^{z)  =  {z-^a)id{z) 

et  si  l'on  intègre  le  long- du  contour  G,  il  vient 


2  71  / 

on  a  donc 


__T rf(z)b'{z)dz  ^ , dn~i  r/'(a)i 

T^JUriJ        6«+i(^)  I.2.3..  .71  <:/a«-i  LÊ)'Ha)J 


(4) 


_J«(.r)_     dn-i    rf(a)-\    , 
1.2.3... /i  da'^-i  L®"(^)J^""' 
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C'est  la  formule  de  Burmann  ;   on  peut  lui  donner  une 
autre  forme  :  nous  poserons 

T       ^F 
alors  on  a,  comme  plus  haut, 

J      ^'^-^^{z)  n%'^(z)'^^^^^~nj      e'(^)0«(^) 

ou,  en  observant  que,  si  l'on  intègre  le  long  du  contour  G, 
la  quantité  hors  des  signes  /  s'annule, 

rf{zWiz)dz       I   r%'(z)  p..  .  , 

Une  seconde  intégration  par  parties  donne 

ffl-m^dz  _  __^_   r  i(z)_  p, ..    ^^ 

J        O'^+H^)        ~  n{ii-i)J   %'^-^(z)      -^^^^"^^ 
et  ainsi  de  suite,  et  finalement 

rf(zW(z)dz  T  n'(^)j.nf^.,^    . 

par  suite 

La  formule  (3)  devient  alors 

^ix^  f{a) 


t{x)r-.f{a)^ 


\a) 


La  comparaison  de  cette  formule  avec  la  formule  (4)  fournit 
l'identité 
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L'application  de  la  formule  de  Burmann  au  développement 
de  e'^'^  suivant  les  puissances  de  xe^^'  donne 

Qax  —  1-1-  axe^'^ ^  a{a  —  ib)  - —  e^^^ 

^  ^    1.2.3 

Le  reste  R  de  la  formule  de  Burmann,  quand  le  dernier 
terme  employé  est  en  0"(^),  est  donné  par  la  formule 

de  sorte  que,  si  M  désigne  la  valeur  maxima  du  module  de 

le  long  d'un  contour  G  contenant  le  point  x^  et  tel  que  O(^) 
ait  un  module  supérieur  à  modQ(^),  on  aura 


iodR<modO«+i(^)  \.=  Al 

2  71  i/ —  \J 


OU,  en  appelant  s  la  longueur  du  contour  C, 

s  M 
modR<  — ^mod6«+i(^). 

Telle  est  l'expression  de  la  limite  supérieure  du  reste  dans  la 
formule  de  Burmann. 

Nous  allons  maintenant  transformer  la  formule  de  Burmann 
et  donner  une  forme  nouvelle  à  ses  coefficients  :  nous  aurons 
alors  la  série  de  Wronski. 


IX.  —  Série  de  Wronski. 

Supposons  que  l'on  ait  démontré  la  possibilité  du  dévelop- 
pement 

«0,  <2i,   «25    •■•    désignant  des  constantes    et    to,,   tOo,    ••., 
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w 


.  .,  des  fonctions  données  de  x\  supposons  enfin  qu'il 
soit  permis  de  calculer  les  dérivées  de  /(^)  en  prenant  les 
dérivées  de  chaque  terme  du  second  membre  de  (i).  Nous 
aurons 


y'(^)  =  «1  w'^  -f-  «2' 


et  nous  en  conclurons 


=  ai-f-  «2 


an^n 


si  l'on  différentie  encore,  on  a 


/" 


f' 


to.,  w, 


ce  que  l'on  peut  écrire 

Wi       /  Wi 

et  ce  qui  fait  soupçonner  la  formule 

m\       to'a       ...      w;,_i      /' 

//  Il  II  j;n 


f'^ 


[X  =  rt 


Cette  formule  est  vraie  pour  ^1  =  2;  admettons  qu'elle  ait 
lieu  pour  une  certaine  valeur  de  n^  et  démontrons  qu'elle  a 
lieu  pour  une  valeur  de  n  supérieure  d'une  unité. 
Pour  abréger,  nous  poserons 


(3) 


F' 


00,  Wo 


F« 


-a«(F): 


alors  la  formule  (2)  pourra  s'écrire 


^«(/)=  ^a^iln{^^) 


[J.  =  « 


L.  —  Traite  d'Analyse,  III. 


33 
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et,  en  différentiant  après  avoir  divisé  par  0/^(tij/^), 
d    a„{.f)  ^y       d  Q^ni^^.) 

^^  dx    iln{0^,,)         Zà     ^  dx    il,,{i^,,)' 

Or  on  a,  en  général, 

mais  la  dérivée  relative  à  x  d'un  déterminant  tel  que  (3) 
s'obtient  en  prenant  les  dérivées  des  éléments  de  la  dernière 
ligne,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  et  l'on  a,  par  suite, 

(5)  devient  alors 

d^   Q,^(F)   _  _    I \ âQ„^i ( F )  dQn+i(¥)       da^+i ( F )  (}0„+i ( F ) 

dx  Q,i{u)n)        ^ 


c'est-à-dire,  en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  les  détermi- 
nants (t.  I,  p.  i6i), 

d     Q„(F)   ^         I         â^Qn^i(F) 
dx  iln{oi^)        ii^co,,)   d<dF«^i      «4-1(1^;, 

mais 

aH2„^,(F) 

donc  enfin 

d^   Q.,(F)  ^  0^+i(F)^ 

dx    ilni^n)  ii«(w„;  ' 

En  ayant  égard  à  cette  formule,  (4)  peut  s'écrire 

jX  =  00 

ce  qui  est  la  formule  (  2  )  dans  laquelle  on  a  changé  n  en'n  -\-  i  ; 
cette  formule  (2)  est  donc  exacte. 
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Reprenons  maintenant  cette  formule  (2)  et  écrivons-la  ainsi 
on  aura 


Telle  est,  d'après  Wronski,  l'expression  de  a«  dans  la  for- 
mule (i).  Les  applications  qu'il  propose  de  cette  formule 
conduiraient,  en  général,  à  des  résultats  inexacts;  mais  on 
peut  cependant  s'en  servir  pour  retrouver  sous  une  forme 
curieuse  la  formule  de  Burmann  :  il  suffît  pour  cela  de  sup- 
poser 

etQ(a)  =  o;  alors,  en  faisant  x  =:  a,  la  formule  (6)  devient 

OU  bien 


VdzD6  D2  62...  D«-iO«-i  D'^f 


>  ±D0D2  02...D«0« 
le  signe  D  représentant  -7--  Cette  formule  peut  s'écrire 


Vzh  D6  D2  02 . . .  D«-i6'i-i  D«/ 


1.2.3... /i[0'(a)J    2 

9  et/ étant  écrits,  pour  abréger,  à  la  place  de  9 (a)  et  de/(a). 
La  formule  (i)  devient  alors 


H-         ^    ^ 


.e'(a)      • 

V±  DO  D2  02...  D«-iO«-i  D«/ 


1.2.3. .  .n  ^("+" 

ma)]    ^ 
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C'est,  sous  une  nouvelle  forme,  la  série  de  Burmann,  for- 
mule peu  connue,  probablement  à  cause  de  l'appareil  préten- 
tieux avec  lequel  elle  a  été  présentée  par  Wronski  dans  sa 
Philosophie  de  la  Technie! 

X.  —  Série  de  Lagrange. 

La  série  de  Lagrange  a  pour  but  de  faire  connaître  le  déve- 
loppement en  série  d'une  racine  de  l'équation 

(i)  z  —  x—  tf{z)  =  o, 

ou  même  d'une  fonction  quelconque  de  cette  racine. 

Considérons  un  contour  fermé  simple  G  et  supposons  qu'à 
l'intérieur  de  ce  contour /(;^)  soit  synectique;  le  nombre  N 
des  racines  de  (i)  contenues  dans  le  contour  en  question 
sera  donné  par  la  formule  (p.  344) 

OÙ  l'intégrale  est  prise  le  long  du  contour  G.  Supposons  que, 
le  long  du  contour  C,  on  ait  toujours 

(3)  mod(^  — ;r)>mod^/(^), 

ce  qui  aura  lieu  évidemment  si  t  est  assez  petit,  on  pourra 
développer  le  second  membre  de  (i)  suivant  les  puissances 
de  t  et  l'on  aura 

ou 
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Nous  supposerons  le  point  œ  à  l'intérieur  du  contour  G  ;  alors, 
si  l'on  se  rappelle  que 

^■*^  J  {z-xr        1.1. ..{n-  I)  ^^^' 

cette  formule  donnera,  tous  les  termes  en  t  se  détruisant, 

N  =  i. 

Ainsi  le  contour  G,  le  long  duquel  la  formule  (3)  a  lieu, 
contient  une  et  une  seule  racine  de  (i).  Appelons  à  cette 
racine,  et  soit  F(z)  une  fonction  synectique  dans  le  contour 
G^  on  aura  (p.  344) 

l'intégrale  étant  toujours  prise  le  long  du  contour  G.  Déve- 
loppant le  second  membre  suivant  les  puissances  de  t,  il  vient 

v/:^F(a)=yF(^)[,-^/'(z)]^^j-I-      •       ^-^^^^       '  ^ 


1T, 


X      {z  —  xy-' 


ou 


27rv/-iF(a)=  f¥{z)dz  \  — ^  +  t  T,  -^''^^   ^  -  /lil]  +. . . 
J  (z  —  x  i(z  —  xy        z  —  xj 

l{z  —  xy^^^         (z  —  x)"-    J     •■• 

c'est-à-dire,   en  vertu   de  la  formule   (4)    que   nous   avons 
rappelée, 

¥{cc)  =  F{x)-^t^^j^F(x)f{x)-f'(x)¥ix)j-^... 

+  t^  f ^ 4—  F(x)f^(x) 

11.1..  .  fi  dx''-     \    /J    \    ^ 

T  <^«-l  1 

- 4 7  F(;r)/«-i(^)/'(^)  U-.  • . 

1.-2.  ..{n  —  i)  dx^-^      ^    ^-^        V    V  V     /J 

ou  enfin,  en  réduisant  en  un  seul  les  deux  termes  qui  sont 
entre  crochets. 


(5) 


F(a)  =  F(^)+  '^  F'(x)f{x)+  ^  -^-  [F\x)P(x)l 

H ,, -^ -[F\x)fn{x)\-\-.... 

1.2.3.  ..  71  dx"--^  *-     ^    ^«^     ^    ^J 
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Telle  est  la  formule  de  Lagrange.  Pour  quelle  soit  appli- 
cable, il  faut  que  la  racine  cl  soit  contenue  à  V  intérieur 
d'un  contour  contenant  le  point  x  et  le  long  duquel  on  ait 

mod(,s  —  ^)>  mod^/(^). 

En  particulier,  si  F(a):=  a,  on  a 

Pour  faire  une  application  de  la  série  de  Lagrange,  nous 
considérerons  l'équation 


(6) 


z  —  X  —  t  sin^  =  o, 


que  l'on  rencontre  en  Mécanique  céleste.  Nous  supposerons 
X  et  t  réels;  pour  que  l'une  des  racines  (celle  qui  a  le  plus 
petit  module)  soit  développable  par  la  série  de  Lagrange,  il 
faut  que  l'on  puisse  trouver  un  contour  fermé  contenant  la 
racine  et  le  long  duquel 

mod(^  —  a7)>  mod^sin^. 
Si  l'on  pose 

cette  inégalité  équivaut  à 


mod  (^  —  ;r )  >  mod  -  y/e^O  +  e-^r)  _  2  cos  2  \. 

En  appelant  r  le  rayon  du  contour  C,  que  nous  supposerons 
circulaire,  cette  formule  sera  satisfaite  si 

ou  si 

—  (  e^  -H  e-^)  —  r  -H  sj x'^  <  o  ; 

en  d'autres  termes,  si  l'équation 

J  ri  , — 

^ —  (  e''  -I-  e-f)  —  r  -4-  s/ x"-  =  o 
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a  une  racine  positive  supérieure  à  sjx-,  la  formule  (5)  pourra 
servir  à  développer  une  racine  de  l'équation  (6).  Nous  n'é- 
crirons pas  ici  ce  développement  que  l'on  trouvera  dans  tous 
les  Traités  de  Mécanique  céleste,  et  qui  ne  présente  rien 
d'intéressant  au  point  de  vue  analytique  pur. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  de  la  for- 
mule de  Lagrange  est  due  à  Gauchy,  qui,  le  premier,  a  fixé 
les  limites  entre  lesquelles  était  applicable  cette  série. 

XI.  —  Séries  de  Laplace  et  de  Legendre. 

Laplace  donne  le  moyen  de  résoudre  par  les  séries  l'équation 

(I)  z  =  ^[x+tf{z)\. 

Pour  cela,  on  pose 

^=œ-^tf{z)     et     ^  =  <ï>(6); 
par  suite 

0  =  ^4-^/[*(0)]. 

Si  l'on  veut  développer  z,  il  n'y  aura  qu'à  développer  ^(Q) 
par  la  formule  de  Lagrange. 

Legendre,  dans  ses  Exercices,  donne,  pour  la  résolution 

de  l'équation 

/(z)-/(^)=j, 

la  formule 


^(.)=^(.)+^^'^^)  ^  y 


ou  P  est  un  symbole  opératoire  défini  par 

f  {x)  dx      ■    ' 

On  la  démontre  en  procédant  comme  pour  établir  la  formule 
de  Burmann  et  en  partant  de 


sJ^yJ  /(C)-y(^)-7 
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On  trouve  aussi,  pour  le  coefficient  de  ■ ,  la  formule 

(dx^^l      w{z)      Jt.W 
en  posant 

"'^^^-  ^^-^x — 

XII.  —  Propriétés  des  fonctions  rationnelles. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  considérons  tous  les  points  à 
l'infini  comme  réunis  en  un  seul,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà 
fait.  Quand  nous  dirons  que  ^  =  00  est  un  infini  de/(^),  il 

faudra  entendre  par  là  que  œ  =  o  est  un  infini  de/(  -  j  ;  de 

même  ^  =  00  sera  un  zéro  de  f{^)  si  ^  =  o  est  un  zéro  de 

fl-j'    Dire  qu'une  fonction   est  monogène    pour    x  =  co, 

c'est  dire  qu'elle  a  pour  ^  =  00  une  seule  dérivée  finie  ou 
infinie;  dire  qu'elle  est  monodrome,  c'est  dire  qu'elle  revient 
au  même  point  avec  la  même  valeur,  quand  la  variable  décrit 
un  contour  fermé  infiniment  éloigné  de  l'origine. 

Nous  avons  vu  que  l'ordre  de  multiplicité  d'un  zéro  ou 
d'un  infini  d'une  fonction  monodrome  et  monogène  était 
nécessairement  entier  et  fini;  ceci  s'applique  aux  zéros  et 
aux  infinis  situés  à  l'infini,  puisqu'ils  se  ramènent  en  défini- 
tive aux  zéros  et  aux  infinis  situés  à  l'origine.  Ces  remarques 
sont  tout  à  fait  indispensables  pour  l'intelligence  des  théo- 
rèmes qui  vont  suivre. 

Théorème  I.  —  U/ie  fonction  monodrome,  monogène  et 
bien  déterminée  autour  du  point  a,  qui  devient  in  finie  pour 
^  =  a,  est  nécessairement  de  la  forme 


Q(^)  désignant  une  fonction  finie  pour  ^  =  a 
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En  effet,   soit  fi^x)  une  fonction  infinie  pour  ^  =  a,  on 
peut  poser 


(a?  — a)'« 

m  désignant  un  entier  fini  et  positif,  cp(^)une  fonction  mono- 
drome  et  monogène,  finie  et  différente  de  zéro  pour  ^  =  a. 
On  a 


^{x)=  — =   / 

27:  1/—  \J      ^        ^ 


l'intégrale  étant  prise  autour  du  point  x  voisin  de  a;  on  en 
conclut 


en 

posant 

2  71 /—l  k,n-- 

et 

6 

on 

a  alors 

s/^^iJ  Iz  —  a        (2  — a)2 

(x—OLyn-l  (^_a)m  1 

~*~    (^  — a)'«     "^  (^  — a)'«(^  — ir)J' 

r^(z)dz  , — ,  r^{z)dz 

/^^_  ^  r__jiz)dz 

cp(^)  =  A,„  -+-  krn-i{x  —  a)  +  . . .  -t-  Ai(:r  —  of)'«-i  4-  ^{x){x  —  ay«  ; 
on  en  conclut 

,    ^^  ou     f(x)= ^^' h. ..H ï h0(a7), 

(a;  —  a)'«  "^  ^     ^       {x  —  Cf.)'"-  X  —  a 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

Théorème  II.  —  Si  une  fonction  bien  déterminée,  mono- 
drome  et  monogène  dans  toute  V étendue  du  plan,  devient 
infinie  pour  x  =  ao^  sans  que  V infini  soit  un  point  essen- 
tiel, elle  est  de  la  forme 

A 0 ^'«  H- Al  37'"-! -T- . . . -4- A,„ -^- 6  ( ^ ), 
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B(^)  rC étant  plus  infini  pour  x  =  <:/^  et  Ao,  A,,  ...  dési- 
gnant des  coefficients  constants. 

En  effet,  on  doit  avoir 

00  pour  X  —o] 


4i 

donc 

•"  \x/       ce"'  X  \x I 


ou,  en  changeant  ^  en  -, 

f{x)  ^.  Ao^'«  +  Al ^^'-1  -f- .  .  . -+-  A,„_i x-^^{x). 

Théorème  III.  —  Une  fonction  monodrome  mono  gène 
et  bien  déterminée  dans  toute  V étendue  du  plan,  même  au 
point  à  V infini,  qui  admet  un  nombre  limité  dHnfmis  est 
rationnelle. 

En  effet,  supposons  que  la  fonction /(^)  admette  l'infini  a, 
elle  sera  de  la  forme 

^        '  +0(^)=/(^), 


(^  —  a)' 


A;;^  désignant  une  constante  et  /?z  un  exposant  entier  fini.  Mais, 
sif[x)  est  encore  infini  pour  ^  =  [B,  on  aura 


0,  {x)  n'étant  plus  infini  ni  pour  .z;  =  a  ni  pour  ^  =  [3,  et 
ainsi  de  suite  ;  sif(x)  est  encore  infini  pour  x  =  cc,  sans  que 
l'infini  soil  un  point  essentiel,  on  aura 

I  f(x)^.  ayxV'~{-a^-iX\^-^-^.  .. 

l  jLà{x  —  oLy"-  ^   -' 
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Tn(œ)  n'étant  plus  jamais  infini,  car  m(^)  ne  peut  pas  avoir 
d'autres  infinis  que  ceux  dey(^).  Cette  formule  est  générale 
et  comprend  le  cas  où  /{^)  n'est  pas  infini  pour  ^  =  a:  ;  il 
suffit  d'y  supposer  pour  cela  a^  =  a^^i  =  ...=10^  =  0. 

Mais,  si  tî7(^)  n'est  jamais  infini,  comme  il  est  évidemment 
monodrome  et  monogène,  il  se  réduit  à  une  constante  et 
f{x)  est  alors  une  fonction  rationnelle. 

Théorème  IV.  —  Si  une  fonction  bien  déterminée  mono- 
drome et  monogène  dans  toute  V étendue  du  plan,  même  à 
V infini,  ne  devient  infinie  que  pour  ^  =  00,  elle  est  entière. 

Enefi'et,  la  formule  (i)  a  pour  second  membre  une  fonction 
entière,  dans  le  cas  où  les  infinis  a,  p,  ...  n'existent  plus. 

Il  est  bon  d'observer  qu'une  fonction  rationnelle  quel- 
conque a  autant  de  zéros  que  d'infinis.  Cela  est  évident 
quand  elle  est  finie  pour  ;r  =  00,  parce  que  le  degré  du 
numérateur  doit  égaler  celui  du  dénominateur;  mais,  dans  la 
fraction 

où  o{x)  est  de  degré  m  +  72  et  où  '^^{x)  est  de  degré  m,  il  ne 
faut  pas  perdre  de  vue  que  la  fraction  admet  pour  infinis 
non  seulement  les  m  zéros  de  ^(^),  mais  encore  des  infinis 
au  nombre  de  n  pour  n  =  co. 

Théorème  V.  —  Une  fonction  bien  déterminée,  mono- 
drome et  monogène  dans  toute  l'étendue  du  plan,  même  à 
IHnfini,  et  qui  admet  un  nombre  limité  de  zéros  est  une 
fonction  rationnelle,  (L'infini  n'est  pas  censé  point  essen- 
tiel.) Car  son  inverse  a  un  nombre  limité  d'infinis  et  est,  par 
suite,  une  fonction  rationnelle;  la  fonction  elle-même  est 
donc  également  rationnelle. 

Théorème  VII.  —  Une  fonction  toujours  monodrome  et 
monogène  sans  points  essentiels  est  rationnelle. 

En  efiet,  on  peut  toujours   supposer  cette  fonction  finie 
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pour  ^  =  co;  si  cette  fonction  y(^)  devenait  infinie  pour  x 
infini,  on  considérerait /(-  j  ;  si /(o)  était  infini,  en  appe- 
lant n  l'ordre  de  multiplicité  de  l'infini  ^-  =  0,  x'^f{x)  ne 
serait  plus  infini  pour  ^  m  o  et  l'on  raisonnerait  sur  — /"(  —  j 

comme  nous  allons  le  faire  sur/(^). 

f{x)  n'étant  pas  infini  pour  ^  =  co,  décrivons  un  cercle  de 
l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  R',  tel  que/(Re^^-i  j^ 
R  étant  plus  grand  que  R',  soit  de  module  moindre  que  M  à 
l'intérieur  du  cercle  R/;  f{x)  a  un  nombre  limité  d'infinis 
dans  le  cercle  R',  il  n'en  a  pas  en  dehors;  àonc  f[x)  a  un 
nombre  limi  té  d'infinis  ;  on  verrait  de  même  qu'il  a  un  nombre 
limité  de  zéros  :  il  est  donc  rationnel.  c.   q.  f.   d. 


XIII.  —  Théorèmes  de  M.  Weierstrass  sur  les  fonctions  douées 
de  points  essentiels. 

Si  une  fonction,  en  général  monodrome,  monogène,  finie, 
continue  et  bien  déterminée,  cesse  d'être  bien  déterminée  en 
un  point  a,  on  dit  que  ce  point  est  un  point  essentiel;  un 
infini  se  distingue  d'un  point  essentiel  en  ce  que,  en  un 
infini,  l'inverse  de  la  fonction  a  une  valeur  nulle  bien  dé- 
terminée, tandis  que,  en  un  point  essentiel,  la  fonction  peut 
bien  devenir  infinie;  son  inverse  n'est  pas  seulement  nul, 
mais  indéterminé.  Il  était  nécessaire  de  rappeler  cette  défi- 
nition pour  l'intelligence  de  ce  qui  va  suivre. 

Soil  f[x)  une  fonction,  en  général  continue,  monodrome 
et  monogène  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  simple  C,  ex- 
cepté en  des  points  a^ ,  «o?  •  •  -5  ^n  que  nous  supposerons  être 
ou  des  infinis  ou  des  points  essentiels;  on  aura 

la  première  intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  G,  et  le 
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signe    /    désignant  une  intégrale  prise  le  long  d'un  cercle 

infinitésimal  ayant  son  centre  au  point  ai. 

L'intégrale    /  dz  est  nne  fonction  synectique  de  x 

dans  l'intérieur  du   contour  G;   appelons-la   2 -y/ — iO(j?;); 
nous  pourrons  écrire,  au  lieu  de  (i), 

2'n:y/— I  -^^c/rt-    ^  — ^ 
or  on  a 

I  T  z  —  a;  (  z  —  a  A  "^         I 


X  —  z        X  —  ai        (x  —  a/  )2 
et,  par  suite, 


/z  —  af\'" ^1 

\x  ~  ai)     X  —  z\ 


Supposons  le  point  x  hors  des  contours  d'intégration  circu- 
laires :  alors  le  long-  de  ces  contours  le  module  de  ^  —  ai  sera 

moindre  que  celui  de  x  —  <2/,  et  le  terme  ' 


ai        X  —  z 


tendra  vers  zéro  quand  m  croîtra  indéfiniment;  on  a  donc 

/(.)=o(.)+;2g,.(^; 


(ji{x)  désignant  une  série  limitée  ou  illimitée,  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  de  ^  —  ai  :  elle  sera  limitée  si  ai  est 
un  pôle  ou  infini  ordinaire  àe  f(^x)\  elle  sera  illimitée,  mais 
convergente,  si  ai  est  un  point  essentiel. 

Ainsi  toute  fonction  qui,  dans  un  contour  G  fermé 
simple,  a  un  nombre  limité  d'' infinis  ou  de  points  essen- 
tiels (2i,  «2,  .  .  .  T  a,i  est  de  la  forme 

6(^)  +  ^( 
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ô(^)  désignant  une  fonction  synectique  dans  le  contour  0 
et  G[x)  une  série  toujours  convergente  ou  limitée,  ordon- 
née par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x. 

Si,  à  l'Intérieur  du  contour  G,  la  fonction  j\x)  n'a  qu'un 
seul  infini  ou  point  essentiel  a,  elle  pourra,  à  l'intérieur  de 
ce  contour,  se  mettre  sous  la  forme 


(-)-g(^); 


la  fonction  y(.^)  —  G( \  est  donc   synectique  dans  le 

contour  G. 

GeJa  posé,  considérons  une  fonction  /(^)  partout  synec- 
tique, même  à  l'infini,  excepté  au  point  a  qui  sera  un  infini 
ou  un  point  essentiel,  dans  le  contour  G;  nous  avons  vu  que 
/(jc)  —  G  (  —^^7-  )  était  synectique,  mais  elle  est  évidemment 

synectique  partout  ailleurs;  en  la  représentant  par  8(^),  on  a 
alors 

/W  =  e(x)H-G(^), 

O(^)  étant  partout  synectique,  même  à  l'infini,  est  une  fonc- 
tion qui  se  réduit  à  une  constante  et  l'on  a  simplement,  en 
comprenant  la  constante  sous  le  signe  G, 

Donc  : 

Toute  fonction  qui  n'a  qu^un  infini  ou  un  point  essen- 
tiel a  et  qui  est  synectique  partout  ailleurs  est  une  série 
limitée  ou  illimitée^  mais  convergente,  ordonnée  suivant 

les  puissances  croissantes  de • 

Gonsidérons  maintenant  une  fonction  avec  un  seul  infini 
ou  point  essentiel  à  l'infini,  /(.^),  alors  /  (  -  )  aura  pour  seul 
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infini  ou  point  essentiel  o  et  sera  de  la  forme  G(  -  j,  Gr(  -  ) 
désignant  une  série  toujours  convergente,  limitée  ou  illimitée, 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  -;  donc 

f{x)  =  G{x). 

Ainsi,  les  fonctions  ayant  un  point  essentiel  à  V  infini  et 
d^ ailleurs  toujours  synectiques  sont  les  séries  convergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

Il  est  évident  d'ailleurs  qu'une  série,  toujours  convergente 
pour  des  valeurs  finies  de  x  et  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  ^,  doit  avoir  un  point  essentiel  à  l'infini, 
sans  quoi  elle  serait  le  développement  d'une  fonction  entière. 

Soit  maintenant y(x)  une  fonction  synectique  dans  toute 
l'étendue  du  plan,  excepté  en  des  points  a^ ,  a^^  .  .  . ,  <2„  qui 
seront  des  pôles  ou  des  points  essentiels  ; /(x)  dans  un  con- 
tour contenant  les  points  a^ ,  a^,  ,  .  . ,  an  est  de  la  forme 


'(^)- 


G/  ayant  toujours  la  même  signification  que  plus  haut  et  ^{x) 
désignant  une  fonction  synectique  dans  le  contour;  donc 


est  synectique  dans  le  contour;  elle  est  d'ailleurs  synectique 
en  dehors  du  contour  :  elle  se  réduit  donc  à  une  constante  ; 
on  peut  supposer  cette  constante   comprise  sous  l'un  des 


signes  G  et  écrire 


f{x)^'^G, 


Enfin,  si,  parmi  les  points  a<,  a^^  .  .  . ,  a„,  il  y  en  avait  un  à 
l'infini,  on  observerait  que,  en  faisant  abstraction  de  ce  point, 
la  fonction 


/(-)-!:«'•  l^) 


O(^) 
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est  synectique  dans  un  contour  G  contenant  les  points  cri- 
tiques situés  à  distance  finie,  et  qu'elle  est  synectique  partout 
ailleurs,  excepté  à  l'infini  ;  donc  B(^)  estune  série  G (^)ordon- 
née  suivant  les  puissances  croissantes  de  œ  et  l'on  peut  poser 

Telle  est  l'expression  d'une  fonction  synectique  partout, 
excepté  en  un  nombre  fini  de  points  donnés  a^^  a^^  •  •  • ,  ctn-, 
expression  donnée  par  M.  Weierstrass. 

XIV.  —  Décomposition  d'une  fonction  en  facteurs  primaires. 

Soit/(ic)  une  fonction  monodrome  et  monogène  finie  dans 
toute  l'étendue  du  plan,  mais  pouvant  avoir  un  point  essen- 
tiel à  l'infini.  Soient  a^^  a^_,  .  .  . ,  ai,  ...  ses  zéros  rangés  dans 
un  ordre  tel  que  les  nombres 

modai,     moda2,      ...,     moda/,     ... 

n'aillent  jamais  en  décroissant.  Soient  enfin  a^ ,  ao,  . . .,  a,-,  . .  . 
les  ordres  de  multiplicité  des  zéros  <2i,  «2,  ...  respectivement. 


(I) 


Premier  cas.  —  La  série 
ai  a2 


modai        moda2       '    *       moda/ 
est  convergente. 

Alors  la  suivante  l'est  aussi 


modai  (i — mod — )        moAa^i  i  —  mod — ) 

car  on  l'obtient  en  multipliant  les  termes  de  la  première  par 
des  nombres  qui  finissent  par  devenir  moindres  que  2,  par 
exemple.  Il  en  résulte  que  la  série  suivante 

a,  «2  a/ 

X  —  «1         X  —  «2        *  *  *       ^  —  <^L       '  '  '  ' 
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dont  les  termes  ont  des  modules  moindres  que  les  termes  de 
la  précédente,  l'est  aussi.  Ceci  posé,  considérons  la  fonction 

f'ix)  a,      . 


/(.r)         x  —  Ui' 
elle  est  flnie  pour  x  -=  ai,  donc 

f{x)        ^x  —  ai  ^    ^ 

est  une  fonction  finie  dans  toute  l'étendue  du  plan,  et,  en 
intégrant,  on  a 

/(.r)  =  /(o)6"'  "('-.--J     • 

Deuxième  cas.  —  Je  suppose  que  ta  série  (i)  soit  diver- 
gente, mais  qu'il  existe  un  exposant  t^)^  tel  que  la  suivante 
soit  convergente 

a,  «2  " 


{•>') 

(niod<2i)f^-^'    (moda; 

,  \a)H-l- 

posons 

I      X 

''^  ''  ai        a} 

.7-a)— 1 

«r 

nous  aurons 

'    -,  n,:(:r\    !  .. 

yh) 

La  série   suivante  sera   uniformément  convergente,  exce])té 
pour  ^  i=z  a, ,  X  =  «2,  •  •  •  ? 

2             a/  x^^ 
'. _ 
af^iii  — —y 

cette  série  peut  s'écrire 

li.  —  Traité  d'Analyse,  III.  i', 
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et  la  fonction 


f'i^) 


7-2[^--^'-^H^^^^ 


est  finie,  même  pour  x  ^=  a^^  a^-,  ....  En  intégrant,  on  a 

ou 

Troisième  cas.  —  Les  séries  (i)  et  (2)  sont  divergentes 
quel  que  soit  to. 


On  posera 


on  en  conclur 


=^:(x)-r 


a\{ai—x) 
La  série 

sera  convergente,  car  la  racine  /"'""^  de  son  t'  '"^  terme  est 

x  sj 'X:  X  y/a,- 


qui  finit  par  tendre  vers  u.  Cette  série  peut  s'écrire 
la  fonction 
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est  finie,  même  pour  ^  =  a,,  «o,   ...  ;  en  intégrant  alors, 
on  a 


ou 


(4)      /(^)-/(o)e 

Les  facteurs  de  la  forme 


/      G{x)dx       \     ,  ^\0L      ^i  I       ^iW(lJ^\ 

/      (fiix)  dx 


(-Î) 


sont  ce  que  l'on  appelle  àes  fonctions  primaires. 

Une  fonction  finie  est  donc  toujours  décomposable  en 
facteurs  primaires. 

L'analyse  que  nous  venons  de  développer  met  aussi  eu 
évidence  ce  fait  que,  étant  donnés  des  zéros  d'un  ordre  de 
multiplicité  fini,  et  tels  qu'  il  y  en  ait  un  nombre  fini  dans 
une  étendue  finie  du  plan,  il  est  toujours  possible  déformer 
une  fonction  synectique,  excepté  pour  x^=co  admettant  ces 
zéros  :  cette  fonction  est  de  la  forme  {^). 

Considérons  maintenant  une  fonction y(^)  avec  des  zéros 
et  des  infinis  quelconques,  mais  sans  points  essentiels,  excepté 
à  l'infini  :  on  pourra  toujours  former  une  fonction  toujours 
finie  F(^),  excepté  pour  jp  =  oo  admettant  pour  zéros  les 
infinis  de /(^)-,  alors /(^)  F(^)  sera  fini  et  on  pourra  le 
représenter  par  G(^);  on  aura  donc 

J^"^^-  ¥{x) 
Donc  : 

Une  fonction  qui  nUi  pas  d'autre  point  essentiel  que  le 
point  situé  à  l'infini  est  le  quotient  de  deux  fonctions  qui 
n'ont  plus  d'infinis^  et  qui  n'ont  d'autres  points  essentiels 
que  le  point  situé  à  l'infini. 

Les  théorèmes  exposés  dans  ce  paragraphe  et  le  précédent 
sont  dus  à  M.  Weierstrass  {yibhandlungen  der  kônig.  Akad. 
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der  Wissenschaflen  zu  Berlin,  1876.  —  Annales  de  V Ecole 
Normale  supérieure,  i""  série,  1879). 

M.  Mittag-Leffler,  qui  a  simplifié  les  démonstrations  de 
M.  Weierstrass,  a  donné  une  expression  d'une  fonction  qui 
possède  une  infinité  de  points  essentiels  et  a  complété  ainsi 
le  théorème  de  Gauchy  (p.  317). 

Voici  son  analyse  {Comptes  rendus  du  3o  janvier  i88^>.). 

XV.  —  Théorème  de  M.  Mittag-Leffler. 

Soit  f{z)  une  fonction  admettant  des  points  critiques  en 
nombre  fini  ou  infini  (pôles  ou  points  essentiels)  a,,  ^2,  .  .  . , 
an,  .  •  .,  tels  que  ces  points  soient  toujours  séparés  par  un 
intervalle  fini  et  que  lima^j^oo  pour  n  =  cc\  supposons 
d'ailleurs  f{^)  synectique,  excepté  en  a^^  «07  •  •  •  ?  ^/n  •  •  •• 
Soit  G  un  contour  fermé  simple  contenant  les  points  «,, 
a^i  ...,  le  point  œ  et  l'origine  des  coordonnées;  on  aura, 
en  intégrant  le  long  de  ce  contour, 

[  ^^.z-x\z)        ^,z-x\zj       ^i<^,.^z-x\z] 

Or,  en  supposant  que  le  point  o  ne  soit  pas  critique,  on  a 

p     f{z^    /.r.v^  -rv  r~'  ^v-i     f{z) 

*^'^z  —  x\z)         i.2...(v— 1)|         dz^-^  z  —  x 

~  r^'3 .  . .  (  V  —  i  )  [  X  1  x^'      '"  I 

= -  [/(o)4-  f /'(o)-.. . ..-  ^^^:;;_,/-(o)] , 

'^,z—x\zj 

O-^^    ^  z''  Yx  —  ai   '   {x  —  aiY      "'\ 

=  -F.(-)-G,.(^.). 
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¥i  désignant  un  polynôme  entier  en  x  et  G/(  -  _ — j  une 
série  toujours  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 

entières  et  croissantes  de La  formule  (i)  devient  alors 

ce  —  ai  ^  ^ 

¥(x)  désignant  un  polynôme  de  degré  v —  i.  Si  alors  l'inté- 
grale 


/■ 


tend  vers  o,  pour  une  valeur  de  v  convenablement  choisie, 
quand  le  contour  G  se  déforme  en  embrassant  un  nombre  de 
points  <:/, ,  r/^,  .  .  . ,  indéfiniment  croissant,  on  aura 

(3)  /(,)=F(.)  +  2G/(^.)- 

Telle  est  Texpression,  sous  la  condition  dont  nous  venons  de 
parler,  donnée  par  M.  Mittag-Leffler  d'une  fonction  avec  une 
infinité  de  points  singuliers. 

Nous  avons  tacitement  supposé  que  le  point  o  n'était  pas 
un  pôle  ou  un  point  essentiel;  dans  le  cas  où  ce  point  serait 
critique,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'en  appelant  l\{x) 
une  série  toujours  convergente,  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  ^,  il  faudrait  ajouter  au  second 

membre  de  (3)  une  expression  de  la  forme  II  (  -  )  • 

XVI.  —  Sur  les  fonctions  qui  présentent  une  ligne 
de  points  critiques. 

11  peut  arriver  qu'une  fonction  présente  une  infinité  de 
points  critiques  infiniment  rapprochés  et  formant  une  ligne 
continue  ou  discontinue. 

Soient  /??o,  uif^  m-i^   .  .  •  «ne  suite  de  nombres  entiers  et 
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positifs,  tels  que  limm,;  =  oo  pour  n  =  oo,  on  a  identiquement 

1  -+-  X"^n  I  -\-  X"h 


/  I  +  X"ii  I  4-  a7'«o 

\  I  —  x^i        I  —  a;"^o 


x"h 

I  -+-  cr^f^2        I  4-  x'"i 


i 


Si  l'on  suppose  alors  n  =  oo,  on  voit  que,  en  posant 


^{x)  = 


CC'f^o  \   1  —  X"h 


la  fonction  ^(^)  sera  égale  à  +  i  ou  à  —  i  suivant  que  le  mo- 
dule de  œ  sera  inférieur  ou  supérieur  à  un.  Cette  remarque 
curieuse  a  été  faite  par  M.  Tannery.  Si  l'on  suppose  jUq  =  i , 
m^  =  2,  fii2  =  2^,  .  .  . ,  on  trouve 

,  ,      ,  ï-\-  X  IX  2  ^2 

^^      ^  I  —  X  X^  —  I  X*  —  I 

M.  Weierstrass  pose  dans  cette  formule  x  ^=     , ;  la  fonc- 

^  x-\-i 

tion  ^  (  -7-^  )  est  égale  à  +  i  ou  à  —  i  suivant  que  la  partie 

réelle  de  x'  est  positive  ou  négative  ;  cela  résulte  du  théorème 
suivant  : 

Si  Von  fait 

x=  — -, ^>         ao  — ^ô^o 


a?  4-  0 


lorsque  le  point  x  décrit  un  cercle  ayant  pour  centre  Vori- 
ginCy  le  point  x'  décrit  un  cercle  {ou  une  droite).  En  eftet, 
supposer  que  x  décrit  un  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine, 
c'est  supposer 

mod ^  =  const. 

ou 

moàioLx' ^  B) 

^ LZ  =  const. 

mod(Yir'4-  ô) 

ou 

mod(a7' — a) 

-)—. ^  =  const., 

mod(;r  —  o) 

a  et  b  désignant  des  points  fixes;  le  point  x'  décrit  donc  une 
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courbe  telle  que  le  rapport  de  ses  distances  à  deux  points 
fixes  soit  constant,  c'est-à-dire  un  cercle. 

Si  r 071  fait  décrire  au  point  x  un  cercle  quelconque 
autour  du  point  G  comme  centre,  le  point  x  —  G  décrit  un 
cercle  autour  de  l'origine  et,  par  suite ^  x'  décrit  encore 
un  cercle. 

Geci  posé,  soienty'(^)  et  g{x)  deux  fonctions  quelconques  , 
si  l'on  fait 

la  fonction 

pour  des  valeurs  du  module  de  x  inférieures  à  un,  sera  égale 
à  F(;r)  —  G(^)  =  g'{^)j  et,  pour  des  valeurs  du  module  de  x 
supérieures  à  un,  elle  sera  égale  à  F(^)  +  G(x),  c'est-à-dire 
égale  àf{x). 

On  conçoit  ainsi  la  possibilité  de  former  des  fonctions 
égales  à  des  fonctions  données  dans  des  portions  données  du 
plan.  Gette  remarque  est  due  à  M.  Weierstrass.  Pour  les 
fonctions  F -{- G  tj>  et  ^,  il  est  clair  que  le  cercle  décrit  de 
l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  un  est  une  ligne  de 
points  singuliers  ou,  si  l'on  veut,  une  ligne  singulière. 

Gonsidérons  encore  la  série 


'^i^)=^ 


m\  ax  -f-  m-i a-i 


m  1-1-  m<i  -i- 


dans  laquelle  u^^  u^,  •  -  .  ^  Up  désignent  des  quantités  moindres 
que  un  en  valeur  absolue,  a^^  a^,  .  .  .,  ap,  x  des  nombres 
quelconques  et  mi,  7^2,  ...  m^  des  nombres  variant  de  i  àoo. 
Prenons  des  points  a,,  a-i-,  .  .  .  pour  sommets  d'un  polygone 
convexe  P,  de  manière  qu'à  l'extérieur  de  ce  polygone  P  il  n'y 
ait  pas  de  points  a  (il  pourra  en  contenir  dans  son  intérieur)  ; 

le  point 

m\ a\  -\~  m^ a^-\- . .  .-j-  nip ap 
mi  -h  m2  H- . . .  -4-  mp 
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est  le  centre  de  gravité  des  poids  m,,  in.2^  .  .  .  placés  en  a^, 
«2%  •  •  •  respectivement;  ce  point  est  intérieur  au  polygone  P 
et  j'ajoute  que  tout  point  intérieur  au  polygone  P  peut  être 
représenté  par  une  affixe  de  la  forme  précédente,  dans 
laquelle  /?z,,  7??o,  ...  seront  convenablement  choisis;  il  en 
résulte  que  ^(^)  n'a  de  valeur  finie  pour  aucun  point  inté- 
rieur au  polygone  P  :  il  est  au  contraire  bien  déterminé  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  extérieures  au  polygone  P;  la  fonc- 
tion ^(^),  signalée  par  M.  Poincaré,  jouit  donc  de  la  propriété 
de  présenter  ce  que  l'on  appelle  une  fonction  avec  un  espace 
lacunaire,  c'est-à-dire  un  espace  dans  lequel  elle  n'a  pas  d(; 
valeur  déterminée. 

Mais  il  est  évident  que,  par  cela  même  qu'une  fonction  n'a 
pas  de  valeur  déterminée  dans  un  espace  lacunaire,  on  pcul 
lui  en  fixer  une  et  la  déterminer  arbitrairement  dans  cet 
espace;  on  peut,  par  exemple,  l'assujettir  à  coïncider  dans 
cet  espace  avec  x,  x-,  ....  L'existence  des  espaces  lacunaires 
est  seulement  à  ce  point  de  vue  l'existence  d'une  ligne  de 
j)oints  singuliers  essentiels  fermée. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  définie  par  le  produit 

(\  —  x){\   -X^'){\  —  X^){\  —  X'').  ..{l  —  X'^)  ..  ., 

toujours  convergent  et  uniformément  convergentquand.r reste 
compris  dans  un  cercle  de  rayon  un,  décrit  de  l'origine  comme 
centre,  mais  divergent  sur  la  circonférence  de  ce  cercle  et  en 
dehors.  Cette  fonction  est  célèbre  :  on  dit  qu'elle  a  pour 
espace  lacunaire  l'extérieur  du  cercle  de  convergence,  ou 
encore  que  la  fonction 


(«, 


^-i)(-J=)-C'-^)  —  «(-' 


a  pour  espace  lacunaire  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  un.  Rien  n'empêche  donc  de  dire 
([u'en  dedans  de  ce  cercle  la  fonction  B(^)  est  définie  et  bien 
définie  par  la  relation 

.H..)  =  B(i) 
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et  que  le  cercle  en  question  est  une  ligne  de  points  singuliers 
essentiels.  La  série 

l  -^  X  -^  X'  -■- .  .  .  ^  x^i-  -\- .  .  . 

représente à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  un  décrit  de 

l'origine  comme  centre,  et  est  divergente  quand  le  module 
de  œ  est  plus  grand  que  un.  11  ne  vient  à  l'esprit  de  personne 
de  dire  que  la  partie  du  plan  extérieure  au  cercle  est  un  espace 
lacunaire  pour  la  fonction  qui  est  représentée  par  la  série, 
parce  que,  sur  la  circonférence  du  cercle  de  convergence,  la 
série  peut  encore  être  convergente. 

XVII.  —  Des  fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies. 

Considérons  l'intégrale  définie  suivante   où  /  est   mono- 

drome 

,1 


U-  I'  \f(';t)dt; 


elle  représente  évidemment  une  fonction  de  z,  et  cette  fonc- 
tion est  discontinue,  pour  toutes  les  valeurs  de  :;  telles  que 
l'on  ait 

avariant  de  ÙQ-d  ^,.Or,en  faisant  varier  ainsi  t,  le  point  s  décrit 
une  ligne  droite  ou  courbe  limitée,  pouvant  d'ailleurs  se  com- 
poser de  plusieurs  branches  que  nous  appellerons  coupures, 
avec  M.  Hermite.  En  dehors  de  ces  coupures  U  est  évidemment 
monodrome  et  monogcne  par  rapport  à  z. 

Ceci  posé,  soient  5'  un  point  d'une  coupure  G,  t' la  valeur  de 
t  tirée  de  (i)  quand  on  y  suppose  z  ^==^  z'  ;  proposons-nous  de 
calculer  la  différence 


t)dt, 


les  points  ^ -f-  Ç  et  ^  —  l,  n'étant  pas  sur  la  coupure,  mais 
situés  de  part  et  d'autre  de  cette  coupure,  et  infiniment 
voisins  l'un  de  l'autre. 
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Si  nous  intégrons  de  Iq  k  t'  —  R  et  de  ^'  +  R  à  ^i ,  R  dési- 
gnant une  quantité  petite  mais  finie,  la  différence  des  deux 
intégrales  considérées  sera  nulle  avec  Ç  et  nous  sommes  rame- 
nés à  calculer  la  différence 

^=  /       f{^'^t,t)dt-  /       f(z'-~-^i:,t)di, 

pour  Ç  infiniment  petit.  Or  décrivons  du  point  t'  comme 
centre  un  cercle  A  de  rayon  R,  f(z'  +  Ç,  t)  deviendra  infini 
pour  une  valeur  T  de  ^  très  voisine  de  t'y  et  par  suite  que  l'on 
pourra  supposer  intérieure  au  cercle  A;  la  valeur  T'  de  t  qui 
rend  infinie  /(z'  —  Ç,  t)  sera  également  intérieure  au  cercle  A, 
mais  ces  deux  valeurs  seront  situées  l'une  au-dessus,  l'autre 

au-dessous  de  l'axe  des  œ.  En  effet,  soit  7  (z,  t)  =  -777 ;  on  a 

ou,  posant  T  =  ^'-h  B  et  T'=  ^'4- B', 

Développant   par    la   formule    de   Taylor  et  observant   que 

y  (3',  ^')r=o,  on  trouve 


àz'  dt'         1 . 2  V  •    dz'^^ 


si  les  dérivées  de  y  ne  sont  pas  nulles,  9  et  9'  sont  évidem- 
ment à  peu  près  égaux  et  de  signes  contraires,  pour  des  valeurs 
suffisamment  petites  de  Ç. 

Plaçons-nous  dans  cette  hypothèse,  l'intégrale 


i 


r+R 

/(V+C,  t)dt 


sera  alors  égale  à  l'intégrale 

\f{z'^i:,,t)dt, 


i> 
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prise  le  long  du  demi-cercle  tracé  au-dessus  et  au-dessous  de 
l'axe  des  x,  du  point  t'  comme  centre  avec  R  pour  rayon. 
Selon  que  le  point  ^'-f-  Q  rendant  infini  f{z,  t' -\-^)  sera  au- 
dessous  ou  au-dessus  de  l'axe  des  x^  l'intégrale 


X 


/(:^'-c,  t)dt 

t-\\ 


sera  égale  à  l'intégrale 

Jf{z'-t,t)dt, 

prise  le  long  de  l'autre  demi-cercle;  la  différence  A  sera  donc 
donnée  par  la  formule 

A  =  ± u /-T  [^/(^'-^  C,  0+  ^/(^'--  -  0]; 

les  résidus  étant  relatifs  aux  points  situés  dans  le  cercle  A, 
on  en  déduit,  pour  Ç  =  o, 


<^^ 


^x      ^x 


Quand  -^,  ou  ■^,  seront  nuls,  cette  formule  pourra  sub- 
sister, mais  on  pourra  aussi  avoir  A  =  o  ;  en  tout  cas,  une  dis- 
cussion facile  permettra  de  trancher  la  difficulté. 

XVIII.  -  Étude  de  l'intégrale  //(^  +  ^)^^- 

Supposons  que/(/)  soit  une  fonction  rationnelle  dont  le 
numérateur  soit  de  degré  inférieur  de  deux  unités  à  celui  du 
dénominateur  :  l'intégrale 


z)dt 


sera  finie,  si  le  point  z  n'est  pas  sur  une  coupure.  Or,  si  a, 
b,  c,  ...  sont  les  infinis  de  /(^),  les  coupures  auront  pour 
équations 


z-\-t  =  b. 
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et  seront,  par  suite,  des  droites  ayant  pour  équations 
X  —-  %  —  t,        X  —  %  —  /,         . . . , 

a^b^  .  .  .  étant  représentées  par  a  +  [3  y/ —  i ,  a'  -+-  '^'  \J —  i ,  .  .  . 
les  coupures  seront  donc  des  droites  parallèles  à  l'axe  des  x 
AA',  BB',  .  ,  .  passant  par  les  points  critiques  de  f{t).  Sup- 
posons que  les  points  a^  h,  c,  ...  soient  rangés  par  ordre  de 
distance  à  l'axe  des  x  :  si  l'on  décrit  un  cercle  de  rayon  infini 


de  l'origine  comme  centre  et  si  l'on  mène  des  droites  P4\ 
Q'Q,  .  .  . ,  parallèles  à  l'axe  des  x  entre  les  coupures,  l'inté- 
grale de  f{t  +  g)  prise  le  long  du  contour  P' PGP'  sera  nulle; 

l'intégrale  prise  le  long  de  Q'QGQ'seraX  f{t)i'K\^' — i  ..., 
et,  comme  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  circulaire  est 
nulle,  on  aura 


L 


si  z  est  sur  PP',  c'est-à-dire  au-dessus  de  la  coupure  passant 
par  a\ 

f{t-^z)dt 


L 


-/-.^„/(0, 


si  z  est  entre  la  coupure  passant  par  a  cl  b\ 


i^w 


i^ir 


si  z  est  entre  la  coupure  passant  par  b  et  par  c,  etc. 

En  résumé,  l'intégrale  en  question  représente  une  fonctioi 
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constante  entre  deux  coupures  consécutives,  mais  changeant 
de  valeur  dès  que  Ton  franchit  une  coupure. 
Considérons  encore  l'intégrale 

^  (0  4-  271 

/*(/)  désignan  tune  fonction  ayant  pour  période  2  Tc(fO£>  p.  384). 
Si  les  infinis  de /(^)  sont  <7,  b,  .  .  . ,  les  coupures  auront  pour 
équations,  comme  tout  à  l'heure,  ^  =  a  —  ^,  j^  =  [3,  ...  et 
se  composeront  de  portions  de  droites  parallèles  à  l'axe  des  x 
et  de  longueur  2  7r.  Mais,  a  étant  un  infini,  271:  -f-  a  en  est  un 
aussi,  en  sorte  qu'une  infinité  de  coupures  se  feront  suite  à 
elles-mêmes,  et  l'ensemble  des  coupures  fournira  une  suite 
de  parallèles  indéfinies  à  l'axe  des  x^  passant  par  les  points 
critiques. 

Si  l'on  intègre/(::  -f-  t)  le  long  d'un  parallélogramme  ayant 
pour  côtés  une  droite  de  longueur  211  parallèle  à  l'axe  des  x^ 
et  une  parallèle  à  cette  droite,  puis  deux  côtés  perpendicu- 
laires à  ceux-ci,  l'intégrale  sera  égale  à  27:  y/ — 1  multipliés 
par  le  résidu  z  relatif  au  parallélogramme;  or  les  intégrales 
prises  le  long  des  côtés  parallèles  à  l'axe  des  j^  sont  égales  et 
de  signes  contraires,  puisque /(/)  =:/(^  4- 271)  ;  on  a  donc 


a-(-27T 


Si  donc  le  parallélogramme  ne  contient  pas  d'infinis  àe  f(^t 
on  aura  £  =  o;  ainsi,  l'intégrale 


/ 


a  +  271 

f{t-Z)<U 
a 


conserve  une  valeur  constante  tant  que  le  point  :;  ne  franchit 
pas  de  coupure. 

XIX.  —  Réflexions  sur  la  métaphysique  de  l'hyperespace. 

Au  fond,  dans  la  théorie  de  l'hyperespace,  nous  n'avons 
emprunté  à  la  Géométrie  que  son  langage,  uniquement  pour 
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éviter  quelques  périphrases,  et  tout  ce  que  nous  avons  dit 
serait  parfaitement  correct,  lors  même  que  nous  n'aurions 
aucune  notion  de  l'espace  ordinaire.  Cette  remarque  a  une 
grande  importance  au  point  de  vue  purement  philosophique  : 
il  en  résulte,  en  effet,  que  toute  la  théorie  géométrique,  en 
apparence,  des  intégrales  définies  de  Gauchy  et  les  consé- 
quences que  nous  en  avons  déduites  sur  les  propriétés  des 
fonctions  sont  au  fond  indépendantes  du  postulatum  d'Eu- 
clide,  bien  qu'il  y  soit  fait  usage  de  coordonnées.  Rien  n'em- 
pêche, en  effet,  de  raisonner  sans  figures,  en  considérant, 
même  dans  la  Géométrie  à  deux  dimensions,  les  points, 
les  lignes,  les  surfaces,  etc.,  définis  comme  on  l'a  fait  dans 
i'hyperespace  en  général. 

Il  ne  faudrait  donc  pas  essayer  de  fonder  une  démonstra- 
tion du  postulatum  d'Euclide  sur  ce  fait  que  les  intégrales 
trouvées  par  le  calcul  des  résidus  peuvent  se  trouver  avec 
les  mêmes  valeurs  par  des  méthodes  qui  n'empruntent  rien  à 
la  Géométrie. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Si  l'on  considère  l'équation 

ax'^   7-  b X  -\-  c  ^=^  o 

et  si  l'on  suppose  a>o  et  èc>o(ce  qui  est  toujours  possible  en 

changeant  le  signe  des  racines),  on  a,  en  appelant  x  la  plus  petite 

des  racines, 

c  /         I  1 . 3    „       ï .  3 . 5    . 


X 

- 

b 

t 

= 

b^ 

g^ 

= 

log( 

— 

îh 

a 

ac 

2. 

Si 

l'on 

a 

4         4.6 


Il  -\ 3  -!- j . 4  H ,.   ,   r  7 •  o*  J  -^  — 

1.2  \  .'lA  1.2.3.4.5' 


-\-px  —  q  =  o, 


FONCTIONS    MONOGÈNES    ET    MONODROMES.  383 

on  en  déduira 


P  \P/  P'"-  \P/  1.2 


X  = 


1.2.3  

3.  Développer  une  racine  de  l'équation  suivante  en  série  : 

sina?  —  sina  =  x. 

i.  Soient/(^)  un  polynôme  entier  en  ^  et  ai,  ocg,  .  . . ,  x„i  les  racines 
de  l'équation 

z  —  x  —  tf(z)  =  o, 
on  aura 


y  a-«=  -1  -i-tB(~)f(x) 


X"'  \  X> 

tP 


\)P 


{~)m-)v 


I .2.3. . . p 

Bpu  désignant  en  général  la  dérivée/»''™^  de  u  relative  à  x;  pourvu 

que,  dans  le  développement  des  coefficients  de  ^,  P,  ...,tP,   on  ne 

prenne  pas  les  termes  contenant  x  en  dénominateur. 

(Lagrange.) 
o.  Si  l'on  considère  l'équation 

ao-¥-  ayx  -h.  .  .-i~  aiX'    -.  . .—  a,nX'"  =o 

et  s'il  existe  un  contour  fermé  simple  G,  tel  que  le  module  de  aiX^ 
soit  plus  grand  sur  ce  contour  que  le  module  de  la  somme  des  autres 
termes,  le  contour  G  contiendra  i  racines  de  l'équation   précédente. 

6.  Trouver  une  limite   supérieure   du  reste  dans  la  série  de   La- 
grange. (Plusieurs  solutions  ont  été  données  par  Gauchy.) 
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CHAPITRE  IX. 

DES  FONCTIONS  PÉRIODIQUES. 


I.  —  Définition  et  propriétés  des  fonctions  périodiques. 

Une  foncLion/(^)  est  périodique  et  possède  la  période  iù, 

si  Ton  a 

/(.rH-co)r^/(:r) 

et  par  suite,  n  désignant  un  entier  quelconque, 

Le  type  des  fonctions  périodiques  est  la  fonction  e  "'  , 
qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  cos^-  x  -\-  sj—  i  sin—  x  et 
a  manifestement  la  période  to.  Posons 

27r_v/^  ^.  _ 

y  z=  e     ^'^       ,         X  —  \-\-  Tj  /—  1 ,  w  =  <2  4-  ^  / —  I  ; 

on  aura,  à  un  multiple  de  ait  y/—  i  près, 
le  module  de  j  ou  plutôt  son  logarithme 


restant  constant,  le  point  x  ou  (i,  r,)  décrit  la  droite 


«2  +  b-^ .  , 

—  bc  = logmodj^. 
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Ainsi,  quand  le  point  x  décrit  des  droites  parallèles  à  la 
période,  le  pointy  décrit  des  cercles  concentriques  à  Torigine, 
et  vice  versa;  si  l'on  suppose  que  les  rayons  de  ces  cercles 
aillent  en  grandissant  à  partir  de  zéro,  les  droites  décrites 
par  le  point  x  seront  d'abord  très  éloignées,  se  rapproche- 
ront, passeront  par  l'origine  quand  modjK  =  i ,  puis  s'éloigne- 
ront indéfiniment  en  marchant  toujours  dans  le  même  sens. 

Supposons  que  le  point  x  se  meuve  entre  deux  parallèles 
à  la  période,  le  point  jk  se  mouvra  entre  deux  cercles  concen- 
triques à  l'origine. 

Maintenant  considérons  une  fonction  f{x)  quelconque 
ayant  la  période  lo;  si,  le  point  x  se  mouvant  entre  deux 
parallèles  à  la  période,  f{x)  reste  monodrome,  monogène 
finie  et  continue,  cette  fonction  restera   aussi   monodrome, 

monogène  finie  et  continue  quand  le  point  jk^'^  "^  se 
mouvra  dans  une  couronne  circulaire  de  rayons  /•  et  /'  que 
l'on  peut  déterminer;  f{x)  sera  donc  développable,  en  vertu 
du  théorème  de  Laurent,  suivant  les  puissances  positives  et 

97lv^ 

négatives  de  e  '^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  suivant  une 
double  série  procédant  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des 

multiples  de  -^-^  • 

Si  la  fonction y(x)  ne  possédait  [)as  la  période  (o,  elle  ne 
serait  pas  monodrome  en  y  et  par  suite  ne  serait  pas  déve- 
loppable comme  il  a  été  dit. 

II.  —  Formule  d'Abel. 

Dans  les  OE livres  posthumes  d'Abel,  on  trouve  l'ébauche 
d'un  singulier  calcul  auquel  il  donnait  le  nom  de  calcul  des 
fondions  génératrices  et  de  leurs  déterminantes.  Ce  cal- 
cul, malgré  son  manque  absolu  de  rigueur,  paraît  d'une  puis- 
sance incroyable,  et  sans  doute  il  aurait  acquis  entre  les 
mains  de  son  illustre  inventeur  toute  la  perfection  que  l'on 
exige  dans  les  Sciences  exactes,  s'il  lui  avait  été  donné  de 
L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  25 
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vivre  encore  quelques  années.  A.  l'aide  de  ce  calcul,  il  parvient 
à  la  formule  suivante 


(I) 


1.2.3.  .  .  Ai         '      ^ 


qui,  étudiée  par  M.  Halphen,  a  été  reconnue  inexacte  dans  un 
grand  nombre  de  cas;  en  particulier,  quand  cp(^)=:log^, 
le  second  membre,  loin  de  représenter  log(a  +  ^),  représente 
une  transcendante  nouvelle. 

Quoi  qu'il  en  soit,  M.  Bertrand  démontre,  dans  son  Traité 
de  Calcul  différentiel,  que,  si  la  fonction  cp(i;)  est  dévelop- 
pable  suivant  les  puissances  de  e",  la  formule  (i)  aura  lieu 
pour  cette  fonction.  A  cet  effet,  il  s'appuie  sur  la  formule 
suivante,  donnée  page  352,  et  que  l'on  déduit  de  la  formule 
de  Burmann, 


(2) 


z  z^ 

\-^  a  -  e^^  -^aia  —  ib)e^^^  - — 

I  '1.2 


1.2.3 


soit 

(3)  cp(^)  =  Ao  + Aje" -h  A2e2--i-. . 

si,  dans  la  formule  (2),  on  fait  5  r=  o,  i ,  2, 

1  =  I, 

e«  =  I  H-  ae''  -\-  a{a  —  7.b)e^^ 


T. 2. 3 

I 
.2 


.2.3 


g«a  —  I  _i-  nae^f^-h  n'^aia  —  ib')e'^^^  — 

1.2 

-^rn^aia  —  Zb)  e^^f>  — ^  + 

^  '  1.2.3 
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Multiplions  la  première  équation  par  Aq,  la  seconde  par  Ai  e^ , 
la  troisième  par  A^e^-^,  etc.,  et  ajoutons  ;  nous  aurons,  en  vertu 
de  la  formule  (3),  la  formule  (i)  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
La  formule  d'Abel  appliquée  à  la  fonction  [x  -h  a)"^  fournit 
une  formule  donnée  de  son  vivant  par  ce  géomètre,  et  qui  a 
fait  l'objet  d'un  de  ses  premiers  Mémoires;  cette  formule  est 
vraie  quand  m  est  entier  et  positif: 


7n(m  —  i) 


I  .2 


a  (a  —  ib){x  -'—  iby 


quand  on  suppose  m=  —  i,  cette  formule  est  inexacte,  et 
elle  donne 


= ^  is-y  -r-  ci{a  —  2b) 


X  -h  a         X  [^x  --r-bf-  {_X  -r-  'ibf        *  '  '  ' 

qui  n'a  évidemment  pas  lieu  pour  x  =^  —  b,  —  y^?  •■•  ou  pour 

a^=-ih^    •  •  •  5  cela  n'a  rien  d'étonnant,  puisque  -  n'est  pas 
développable  en  séries  d'exponentielles. 


III.  —  Introduction  à  la  théorie  des  séries  trigonométriques. 
Démonstration  d'une  formule  d'Analyse. 

Nous  allons  nous  proposer  de  calculer  la  valeur  de  l'inté- 
grale 

pour  to  =  00.  Cette  recherche  n'est  pas  un  pur  objet  de  curio- 
sité, et  nous  verrons  que  l'on  peut  en  faire  des  applications 

utiles.  En  posant  w^  =  ^  ou  x  =z  —-,  on  a 

^^'         //\  «in/ 

dt. 


"^"  '    sin  I  -  ) 


388  CHAPITRE    IX. 

Nous  poserons 

'  (àu  +  iTu  '    sin  (  -  j 

nous  aurons  alors 

V  =  Ao -t- Al -^  A2 -h . . . -;- A„_i  +  A„ ; 

les  intégrales  Ao,  A,,  .  .  .  sont  prises  entre  des  limites  dont 
la  différence  est  271,  la  dernière  Kn  seule  pourra  avoir  des 
limites  moins  étendues,  à  savoir  lu  a  -h  2  7r/i  et  w6. 

1°  Supposons  d'abord  quesin^  ne  s'annule  pas  entre  les 

fix) 
limites  a  et  Z>,  et  que,  dans  cet  intervalle,  —. —   reste  positif 

Ki) 

et  continu.  Si,  dans  l'intégrale  A/,  on  remplace         .  .--  par 

sin  f  - 


son  minimum  mt  si  l'élément  s\utdt  est  négatif,  et  par  sou 
maximum  M/  si  cet  élément  est  positif,  cette  intégrale  aug- 
mentera et,  par  suite,  on  aura 

.     ^M,  — /??/   C  •    *.u             ^     M/  — /?7/ 
Ai< I  sintat     ou      <2 

0>  J  (xi 

et 

Mf—m,- 


v<2: 


En  appelant  alors  [jl  la  plus  grande  des  différences  M/ — //?/, 
on  trouvera 

V<2    >     -      ou      <2!Jt. . 

En  observant  que 

■2  (  n  -I-  I  )7:  >  (0(6  —  /t:  )  >  2  Al  TT, 


on  aura 


V  <  -^  -F 'Ji. 


J^a  tonction  -^ —  étant  continue,  -j.   tend  vers  zéro   quand  (o 
croît  et,  par  suite,  V  tend  aussi  vers  zéro  quand  (o  croît. 
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Nous  arriverions  aux  mêmes  conclusions  en  supposant    . 

négatif,  et  par  suite,  si^  dans  l'intervalle  a,  b,  cette  fonction 
pouvait  passer  plusieurs  fois  du  positif  au  négatif  (sans  que 
ûnx  s'annule),  on  aurait  encore  V  =  o  ;  il  suffirait  en  effet, 
pour  le  prouver,  de  décomposer  l'intégrale  V  en  plusieurs 
autres  dont  les  limites  correspondraient  aux  changements  de 
signe  de  f{x).  Ce  raisonnement,  toutefois,  tomberait  en 
défaut,  si,  dans  l'intervalle  «,  ^,  f{oc)  pouvait  passer  une 
infinité  de  fois  du  positif  au  négatif;  ce  cas  ne  se  présente 
[)as  d'ordinaire  en  Analyse. 

2"  Examinons  maintenant  le  cas  où  sin^  change  de  signe 
entre  a  et  b.  Supposons  d'abord,  pour  simplifier,  que  l'on  ait 
.sina  =  o  et  b  —  «  <C'^>  en  sorte  quesin^  ne  s'annule  plus 
entre  a  et  b.  Soit  £  un  nombre  très  petit;  il  est  clair  que  l'on 
pourra  écrire 

et  que,  la  dernière  intégrale  étant  nulle,  on  aura 
V  —    T'^'y/     .  sinwx 


sin  j" 


Or  aestun  multiple  deir,  puisque  sina  =  o;  soit  donc  a=:kr., 
si  Ton  pose  alors  x  =  kiz  -\-  t,  il  viendra 


t  ) '- cit. 


Dans  les  applications  que  nous  ferons    de    notre    formule, 
0)  sera  un  nombre  impair,  de  sorte  que  l'on  pourra  écrire 

V=    /     f(kTz-\-t)—. dt  ^    /      f(kTz^t)-. dt 

(et  cette  conclusion  serait  encore  exacte,   quel  que  soit  to, 
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si  a  était  nul).  Soit  9  un  nombre  compris  entre  o  et  £,  on  aura, 
comme  l'on  sait, 

et,  en  faisant  co  =  oo, 

tr        r,  1     XI-        r~  sin W^    , 
V-/(A-7r)lim   /      —j-dt; 

mais,  en  faisant  w^  =  ^,  on  a 


et,  pour  (0  r=  00,  on  a  ws  =  oo  et,  par  suite, 


on  a  donc 


V^^/(Â:r)^  V(«^). 


Sisin^  s'annulait  pour  :r  =  6,  mais  pour  aucune  autre  valeur 
comprise  entre  a  et  6,  on  aurait  encore 


V=^/(è). 


3"  Arrivons  au  cas  général  et  supposons  que  sin^  s'annule 
pour  ^  =z  c,  =  A-Tû,  Co  =  (A*  -f-  i)tc,  .  .  .,  Cp-=i{k  ~\-  p  —  1)71, 
multiples  de  tï  compris  entre  a  et  ^;  on  aura 


(Â) 


«-,,  g2,  '  '  .  désignant  des  nombres  quelconques  séparant  Ci, 
C2,  .  .  .  ;  d'après  ce  que  l'on  vient  de  dire,  on  aura 

(B)  V=^[/(cO+/(ci)-:-/(c2)-!-/(c2)-i-...] 

ou 

V=7r[/(c,;-l-/(c2)--...-h/(c^)l. 
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S\  a  el  b   étaient   eux-mêmes  multiples   de   -rr,    il   faudrait 

ajouter^ /(a)  et^/(6). 

Une  remarque  en  terminant  :  Si  la  fonction/(^)  était  dis- 
continue pour  X  r=^  C\^  C2,  '  •  .  et  qu'elle  passât  brusquement 
de  la  valeur  f\{c^)  à  la  valeur  /^(ci)  quand  x  franchit  la 
valeur  c,,  la  formule  (A),  au  lieu  de  donner  la  formule  (B), 
donnerait  celle-ci 

V=^[/l(cOH-/2(Ci)^/l(CoJ+/2(c,)-f-...], 

de  sorte  que  l'on  peut  écrire,  en  tous  cas, 

V=^[£/2(a)-:-/l(Cl)+/2(Ci)-i-/i(C2)-i-/2(C2)  +  ...+  £7,(è)], 

en  convenant  que  £  =  o  si  a  n'est  pas  multiple  de  iz  et  égal 
à  I  s'il  est  multiple  de  Tû,  el  que  fi  (c)=  f 0(0)==  f(c)  si /(x) 
est  continue  pour  x  =  c,  e'  se  définit  d'une  manière  analogue 
à  celle  qui  a  servi  à  définir  £. 

Disons  enfin  que  nos  conclusions  s'appliqueraient  encore 
au  cas  où  la  fonction  y  serait  imaginaire  et  de  la  forme 

.  'f  +  j;v/:r7; 

en  etiet,  on  aurait 

,,  r  '     sinoj.r    -  / /*  \   sinwjp    , 

y  —    I      cp  — . dx  -[-  i/—  I    /     ^  — ; dx 

=  7:^cp(c)-f-7r/^^i]>(c) 

=  ^2/(0, 

comme  tout  à  l'heure. 

Pour  faire  une  application  des  formules  précédentes,  obser- 
vons que  l'on  a  (p.  260) 


/■ 


co^  1  ni xe~'^^ ^^  dx  =  —  e    ^" 
2a 
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faisons  successivement  m  =  o,  1,  >.,  3,  .  .  . ,  n  et  ajoutons  les 
résultats  :  nous  aurons 

/      (  — h  cos2rr  -i-  cos4^  -t-, .  .-I-  cos2nx  )  e"^'-^'  dx 

aa  L2  I 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  égal  à 

r^  sin(2n  +  \)x  ., 

/ ~ e~^^  dx, 

J  'l^\l\X 

et,  pour  n  =  oc  ,  il  est  égal  à 


1  !  2 
on  a  donc 


TC 


v/- 


r  1  4_  e    (a7i)=  +  e-(2a7r)î  _^  _    1  =  ^ 


I 

4-  e 
2 


(s)'..  ,4: -ah 


en  faisant  a-n;  =  r/,  -  =  Z>,  les  nombres  a  et  6  seront  liés  entre 
eux  par  la  relation 


ab  =  T.. 
On  aura 


-  <? 


-/>-'    ^-4^'. 


lormule  remarquable  due  à  Cauchj;  si  l'on  y  suppose  a  =  dx 
et  très  petit,  on  retombera  sur  la  formule  connue 


■'d^  =  ^ 


IV.  —  Séries  trigonométriques.  Méthode  de  Dirichlet. 

Lorsque,  dans  une  fonction,  on  remplace  la  variable  z  par 
/'COsO-j-y'' — i/'sinQ,  son  développement  par  la  formule  de 
Taylor  se  change  en  un  développement  ordonné  suivant  les 


TJNIVER: 
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cosinus  et  les  sinus  des  mulliples  de  l'arc  0  ;  il  en  résulte  qu'un 
grand  nombre  de  fonctions  se  développent  ainsi. 

Supposons  qu'une  fonction /(^)  soit  développable  sous  la 
forme 

^  f{x)=  (2oH-rtiCosa7-l-  a-icosix-^.  .  .-^  anCOsnx-+-. . . 

on   pourra  facilement  calculer  les  coefficients  «o;  ^ii   ••    ' 
/>,,  .  .  .,  comme  il  suit  :  observant  que  l'on  a 


,27i  +  a 

co^mx  cosnx  dx  — 
a 

,27r-f-a 


i  cosmxs'innxdx  r--o,  /  cosmxdx  =  0. 


o   SI  m  r    fi 

r.  si  m  =  n 


Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  (i)  \^rvcos nxdx  el 
si  Ton  intègre  de  a  à  a  -+-  2-,  on  trouve 

f{oc)cosnxdx  —  T,a,ii 
a 
d'où 

a,tz=-      I  f{x)cosnxdx 

"    «a 

a-^27: 

el  l'on  aurait  de  même 

Portant  ces  valeurs  dans  (i)  on  a 

/a-t-27:  *  ^y.-\-iTz 

fC^)dX-^'-^'io^nxJ  cos/i^/(0^; 

«  „a+2TC 
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ce  que  l'on  peut  aussi  écrire 


(2) 


Mais  celte  formule  ne  peut  être  considérée  comme  démontrée 
que  si  l'on  sait  «/?WoW  que  le  développement  (i)  est  possible 
et  uniformément  coîivergent. 

Par  exemple,  on  sait  que,  pour  m  entier,  on  a 


cos'«:r  = 


I      r  J)i(m  —  i)  -] 


on  en  conclut 

27t 


cos"*57  cosmxdx 


Mais  il  est  intéressant  de  se  demander  à  quelles  conditions 
la  formule  (2)  a  lieu.  Pour  répondre  à  cette  question,  posons 

b  "  / 

Si  l'on  observe  que 

la  formule  (3)  donnera 

"  sin-- 

1 

Posons 


sin(2AH-i)^ 


2  sin-  (?_a7) 
2  ^ 


2 
— ■  j 


2 
nous  aurons 


/,        ç  =  x-h  2^,        d\^%dt^ 


^    C         j-i  ^,  sin(2/i-hi)^    , 


sinf 
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D'après  ce  que  l'on  a  vu  au  paragraphe  précédent,  V»  sera 
égal  à  zéro  si,  entre  — "~^  et  ——^5  sin^  ne  s'  annule  pas, et  si 
l'on  appelle  A-Tt,  (A- +  1)71,  ..  .,  (A +m)7iles  multiples  de  71 
compris  entre  — —  et 5  on  aura 

V^  =  F(Â:7i)-4-F[(/:  +  i)7r]--...-hF[(A--i-7?i)7rJ, 
oùF(^)  représente /(jT  H- 2^). 

En  particulier,  si  entre  ^—^  et  — ^  se  trouve  le  seul 
multiple  o  de  tc,  en  d'autres  termes  si  l'on  a 

a  —  X    ^      ^  h  —  X 
<o<  - 


2  2 

ou  a<x<^b,  on  aura  V»  ==F(o)=/(^).  La  formule  (3) 
donne  alors 

(4) 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  ^,  pourvu 
que,  entre  — ^^^  et     ~~     ,  il  n'y  ait  pas  de  multiple  de  -  autre 

que  o,  ce  dont  on  sera  assuré  si est  tout  au 

A         '  22 

plus  égal  à  Tû,  ou  si  <2  —  h  est  tout  au  plus  égal  à  2Tt.  Ceci 

démontre  la  formule  (2)  et  en  fixe  le  sens,  en  même  temps 

que  les  limites  entre  lesquelles  elle  est  vraie.  D'ailleurs  cette 

formule  (2)  ne  pouvait  être   vraie  d'une  façon  absolue,  le 

second  membre  représentant  une  fonction   nécessairement 

périodique  et  de  période  27:. 

Lorsque  x  n'est  pas  compris  entre  a  et  h^  la  formule  (4) 

cesse  d'avoir  lieu  et  le  second  membre  est  nul,  à  moins  que 

et  — ^-^  ne  comprennent  un  multiple  de  tt.  D'ailleurs 

on  voit  que  le  second  membre  est  périodique  et  a  pour  pé- 
riode 2  7:.  Si  ^  =  a,  le  second  membre  n'est  plus  égal  à  /(<^), 

mais  à  -/(a),  etc. 
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On  donne  parfois  à  la  formule  (4)  une  forme  plus  com- 
mode dans  les  applications.  Si  l'on  y  fait  a  =  — 7:,  /y  =  t, 
on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  — 7:et  H-t, 

ou  même 

(5)  /(•^)=.l-S   r    /(Ocos/î(t--:r)^i. 

—  « 

Posons  alors 

et  déterminons  A  et  ;ji  de  telle  sorte  que,  pour  ;  =  — r,  on 
ait  T  =  rt,  et,  pour  ^  rzz  tt,  t  r=  /;,  on  trouvera 

—  r  —  À  a  H-  a,  7:  —  X  6  H-  [x, 

d'où 


l 

= 

b 

H 

|J.=: 

-  — 

Tzia  -■ 
b- 

a     ' 

nous  aurons 

\ 

= 

9' 

~h 

-  a  — 

—  a 

h 

7:, 

d\ 

9. 
~  b~ 

'      di. 

-  a 

Posons  aussi 

X  = 

9. 

/  —  a 

—  h 

t: 

b- 

a 

la  formule  (5)  donnera 

V        '  r''     /■).'-. -a- b     \  x-t     , 

jimàb  —  a  J^^    -^  \       b  —  a  /  b  —  a       ' 

et  cette  nouvelle  formule  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
de  t  satisfaisant  à  la  relation 

it  —  a  —  b 

7:>  — 7r>— T 

b  —  a 

OU 

b^  t>a. 
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Faisons  enfin 

nous  aurons  finalement,  pour  toutes  les  valeurs  de  t  comprises 
entre  a  et  b, 

*'  il 

—  00 

Dans  cette  formule,  on  peut  aussi  remplacer  le  cosinus  par 

l'exponentielle  e  ''"". 

Nous  écrirons  le  plus  souvenl  la  formule  ((3)  ainsi,  en  chan- 
geant ^  en  ^  pour  la  commodité  des  applications, 

* 

I  *  .  f, 

I  -'- -f-^'- —    7  s'in  1-n    -^  ^    I     F(-)sin2/i-  ,-  " — ch: 

\  h  —  a  Jmà  b  —  a ,  /^  h  —  a 

en  faisant  «  =  —  r,  ^  =  ?:,  on  a 

,4-71 

/ox  ,  -H  -   \  cos/ij:'    /  F(-:  )  COS/IT  C?T 

ï  ^-       7  sin/<.r   /         F(-:)  sln/iT  rA. 


V.  —  Quelques  applications. 

Problème  I.  —  Trouver  une  fonction  égale  à  x  quand  x 
varie  de  —  -  à  +  tz,  et  périodique. 
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Nous  appliquerons  la  formule  (8)  du  paragraphe  précédent, 
et,  comme  l'on  a 

/        icosnz  dz  =z  o,  I        zsinnxdz~( — i)«  - — , 

on  en  conclura,  pour  F(^)  =:  œ, 

—  =  sina? sm2iP  -h  -  sm3a?  — . . .:  z  —  %\\\nx  zp. . . , 

2  2  3  n  ^^ 

et  cette  formule  a  lieu  entre  les  limites  — tû  et  H-'n;  elle  est 
fausse  pour  ^  .=  zt=  r:;  son  premier  membre  pour  ces  valeurs 
est^(T:  — 7î)  ou  zéro.  Si  Ton  y  change  ^  en  71:  —  x^  on  ob- 
tiendra la  formuhî 


iz       X        .  I    .  i    •    r,  1    . 

sina"  H —  sin2:c  -f-  -  sin  J  ^  -i-  .  .  .  -] sin  Ai.r  -'-..., 

22  2  3  n 

vraie  entre  les  limites  o  et  air,  et  que  Ton  aurait  pu  déduire 
de  (3)  en  prenant  les  limites  o  et  2tu  pour  les  intégrales  et  en 
faisant  F(^)=  x. 

Problème  II.   —  Développer  en  série   trigonométrique 
ûnmx  et  cosm^. 

Faisant  toujours  usage  de  la  formule  (8),  on  a 


^(_iy«4-i, 


r      .  .  ,  /?  sinmTï 

I      sln mx  cos nxdx  =  o; 

donc 

2    .            r    sin.r          2  sin  2. r         3  sin 3. r  | 

sm  jnx  =  -  smmTT +  — —  •  •  • 

TZ  L  '  ~"  "^  "^     —  "^  ^     '^^  J 

de  même 

mco?,'jt.x       mco^'ix 
cosmx  = 


2    .  r    T  m  cos^ 

IX  =  -  sin  711  7t       H ; 

71  [^'im        i'^  —  m^ 


2        22  —  m2         32  —  m' 
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Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  fait  ^  =  o,  on  a 


cosm 


2   r    I  m  m  1 


Problème  III.  —  Développer  en  série  tr i g ono métrique 
Le  cosinus  et  le  sinus  hyperboliques  de  mx. 

On  trouve  toujours,  par  la  formule  (8)  du  paragraphe  pré- 
cédent, 

7;  çmx — Q-?nx  ^\nx  2sin2a^         3sin3a: 


T.  emx  -{-  e—'"^  I  /n  cos^        /7icos2ir 


si  l'on  fait  dans  cette  dernière  ^  :=^  t:,  on  a 


2    gWTl —  ^-/«TT:  2/7i      '      j24_,^|,> 


De  ces  formules,  il  est  facile,  par  addition  et  soustraction, 
de  déduire  le  développement  de  e^^ . 

Voici  quelques  exemples  tirés  du  Traité  de  Fourier  sur  la 
chaleur  ;  En  appliquant  la  formule  (6),  on  trouve  que 


.    r.r         I    ,    S-rrr*         i    .    Stt.t 


est  égal  à  ~  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  /  el 

égal  à  —  y  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  —  /; 
dans  ce  cas 

r     „,     .  2^711      -  /'"tï  niTT     -  /''t  /ITTT     , 

/      iMxjcos, ch  —  —    /     -  cos — T- dt -^    I     -  cos — -~dz  =  o, 

f     iM-jsinv ^  <r/T  —  —    i     _  sin— =— c/t -f-    1     -  sin — j- dr 

«  ^-«  J/    4      ^  Jo    4  l 

T.    r'  .    HT.-: 
=  -    1     sin — ,-  dx. 
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On  trouve  aussi  que  l'ordonnée  d'un  trapèze  isoscèle,  dont 
la  grande  base  serait  t.  et  dont  l'équation  de  Tensemble  des 
côtés  serait 

y  —  .r  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  —  ol, 

y  —  a  depuis  .T  ^  OL  jusqu'à  x  —  ~  —  a, 

y  =  7:  —  X  depuis  x  ~  tc  —  a  jusqu'à  x  =  iz, 

est  égale  à  la  valeur  de  la  série 

y  =  -      sin  a  sinj:*  -h     -  sin3  a  sini x  ~  ^„  sin  5  a  sin5j7  -h  .  .  .     -, 
'^  [_  J^  >^  J 

et  l'on  trouverait  d'une  façon  analogue  l'équation  d'un  con- 
tour quelconque,  formé  de  portions  de  lignes  dont  on  possède 
l'équation. 

VI.  —  Méthode  de  Cauchy. 

(Considérons  l'intégrale 


f  fiX).'^- 


dans  laquelle  a  et  b  sont  des  nombres  finis  réels  et  où 
/(^)  désigne  une  fonction  finie  qui  n'est  assujettie  à  d'autre 
condition  qu'à  rendre  finie  et  déterminée  l'intégrale  précé- 
dente pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ;,  cl 
pour  les  valeurs  réelles  de  x.  Cette  intégrale  est  une  fonction 
monodrome  et  monogène  de  :;,  si  l'on  suppose  l'intégrale 


f 


finie  et  bien  déterminée,  car  elle  se  trouve  dans  des  conditions 
telles  que  l'on  pourra  lui  appliquer  les  règles  de  la  différen- 

tiation  sous  le  signe   /  •  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi;  consi- 
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dérons  l'intégrale  suivante  prise  le  long  d'un  cercle  de  rayon 
infini  décrit  de  l'origine  comme  centre 

(0 


clz^ 


et  cherchons  à  calculer  sa  valeur. 

i"  Supposons  d'abord  a^=^  x  Q\h  —  a<iiii\  le  long  de  la 
portion  de  contour  d'intégration  pour  laquelle  le  coefficient 
de  y/ —  I  dans  z  est  négatif,  l'intégrale  est  nulle  ;  on  peut  donc 
supposer  que  cette  intégrale  est  prise  seulement  le  long  d'un 
demi-cercle  de  rayon  infini  et  égal  à  v  décrit  au-dessus  de  l'axe 
des  x\  elle  prend  alors,  au  signe  près,  la  forme 


f  j'fa)e^^l^--^^-^crçdz. 


On  peut  poser  ^i=^-i-p.et^  =  r(:^:  on  a  alors,  au  lieu  de 
l'intégrale  précédente,  en  désignant  b  —  a  ou  b  — ■  x  par  e, 


fi 


f{x-{-ix)e'<\^^'~irdixd^ 


le  contour  d'intégration  étant  un  demi-cercle  de  rayon  égal  à 
un,  ou,  en  remplaçant  [jl  par  -? 


ff.^ 


x-{-  ~  ]e<^-^d^>d: 


Nous  décomposerons  cette  intégrale  en  deux  autres 
la  seconde  est  nulle  et  il  reste  à  trouver  la  limite  de 


^v    .  ..  .        _ 


fi:  K- 


pour  r  =  00.  A  cet  effet,   nous  supposerons  que /(x  +  w) 

L.  —  Traité  d'Analyse,  lll.  26 
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tende  Yersf(x)  quand  co  tend  vers  zéro,  en  passant  par  des 
valeurs  positives,  de  sorte  que  notre  intégrale  se  décomposera 
en 

E  désignant  une  quantité  qui  s'annule  pour  r  =  oo  . 
Or  /    /        e^W"i  dv  d^  est  égal  à  l'intégrale 


^-^r 


prise  le  long  d'un  demi-cercle  de  rayon  un,  c'est-à-dire  à  —  tz. 
La  première  de  nos  deux  expressions  est  donc  égale  à  izfi^x) 
et  la  seconde  à  zéro  :  la  valeur  de  l'intégrale  (i)  est  donc  7ï/(^). 

2^  Si  nous  supposons  x  =  b,  on  verra  de  même  que  la 
valeur  de  l'intégrale  (i)  est  encore  izf^x).  mais  en  appelant 
cette  fois  f{oc)  la  limite  vers  laquelle  tend/(^  —  w)  quand 
w  tend  vers  zéro  en  passant  par  des  valeurs  exclusivement 
positives. 

3*^  Si  nous  supposons  x  compris  entre  a  et  6  et  si  nous 
désignons  par^i,  la  valeur  vers  laquelle  converge y(^  +  to) 
quand  (o  tend  vers  zéro  en  passant  par  des  valeurs  positives, 
et  pary*2la  valeur  vers  laquelle  il  converge  en  passant  par  des 
valeurs  négatives,  on  pourra  décomposer  l'intégrale  (i)  en 
deux  autres  prises  par  rapport  à  Ç  de  a  à  ^  et  de  ^  à  è.  Nous 
savons  que  ces  intégrales  partielles  ont  pour  valeurs  izf^  et 
7cy^  ;  l'intégrale  (i)  aura  donc  dans  ce  cas  pour  valeur 


<fr-^A 


27> 


valeur  qui  se  réduit  à  2T:f(x),  quand /"i^/i,  c'est-à-dire 
quand /(^)  est  continu. 

Nous  avons  supposé  a  —  b<^2T:;  mais  on  pourrait  sup- 
poser a  —  Z>  =  TT,  et,  si  x  était  compris  entre  a  et  b,  il  est  clair 
que  l'intégrale  (i)  serait  encore  égale  à  tx  (f^  -\-  f^)- 

4°  Enfin,  supposons  x  en  dehors  des  limites  a  et  b^  mais 
tel   que  sa  différence   avec   chacune   de   ces    quantités    soit 
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moindre  que  211,  il  est  clair  que  l'intégrale  (i)  sera  la  diffé- 
rence de  deux  autres  égales  entre  elles;  par  suite,  elle  sera 
nulle. 

Mais  l'intégrale  (1)  peut  se  développer  en  série  :  elle  est 
éffale  en  effet  à  la  somme  des  résidus  de 


f   f{X)e'-^l-^^^-Ul\ 


e27rc\/-i. 


relatifs  aux  zér^s  e^u^s/  \  —  j^  multipliés  par  iiz\J —  i,  zéros 
qui  sont  o,  ±:  i ,  zh  2, .  .  ,  ;  l'intégrale  (i)  est  donc  égale  à 

J  a  ^  a  J  a 

et,  par  suite,  on  a 

n——<x> 

Cette  formule  suppose  a  —  è^Tuet  x  compris  entre  a  et  6  ; 
faisons  b  =^  a-\-  271  :  nous  aurons,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  a  -4-  211, 

^«  +  271  _ 

— 00 

C'est  la  formule  de  Fourier.  Comme  le  second  membre  est 
périodique,  il  est  facile  de  voir  quelle  est  sa  valeur  quand  x 
n'est  pas  compris  entre  a  et  a  -h  27c.  Il  reste  à  voir  ce  que 
cette  formule  devient  pour ^  =:=  a;  orle  second  membre  peut 
s'écrire 

-ir  00  -i-  00 

^n-^Tl  _  ^ci  +  m 

y    /  /(^)e-(?--)V-l^^_^y      /  fa)enil-:c)V^^dl, 

CO  00 

si  l'on  fait  ^  =  a,  la  première  série  est  "^/{a)^  la  seconde  est 
T^f{cL  4-  2t:),  car  on  obtient  le  même  résultat  qu'en  y  faisant 
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x=^a-^  2  71.  La  formule  de  Fourier  est  donc  démontrée,  même 
pour  X  =^  a. 

Nous  avons  cru  devoir  donner  la  démonstration  de  Gauchy 
que  l'on  vient  de  lire,  pour  deux  raisons  :  d'abord  à  cause  de 
sa  simplicité  et  de  sa  généralité,  et  ensuite  parce  que  Riemann 
a  parlé  fort  légèrement  des  travaux  de  Gauchy  sur  la  formule 
de  Fourier,  et  que  personne  jusqu'ici  n'a  cru  devoir  protester 
contre  le  jugement  de  ce  géomètre  allemand. 

{Voir,  danslesOEuvresdeRiemann,sonMémoire  sur  la  série 
de  Fourier,  traduit  en  français  dans  le  Bulletin  de  M.  Dar- 
boux;  1873.) 


VIL  —  Formule  de  Fourier,  ses  applications  à  la  recherche 
des  intégrales  définies. 

Reprenons  la  formule 

—  00 

qui  suppose  t  compris  entre  a  el  b;  b  ela  étant  quelconques, 
on  peut  supposer  b  =  ^co,  a=  —  00;  en  faisant  alors 

T ==  ^4^'  J, ^  =  1^' 


la  somme  /^  se  changera  en  une  intégrale  définie,  et  l'on  aura 

(I)  F(t)=  -^  d^  ¥{'z)cos^{'z  —  t)dx. 

G'est  la  formule  de  Fourier.  Nous  allons  en  faire  des  appli- 
cations. Observons  encore,  auparavant,  que  la  formule  (i) 
ne  suppose  en  aucune  façon  F(^)  continue;  F(^)  ne  doit  pas 
être  infinie  et  ne  doit  pas  être  toujours  discontinue.  Quand 
F(^)  a  deux  valeurs  pour  ^  =  B,  on  doit  supposer  F (8)  rem- 
placé par  Fi  (B)  4-  F2  (B),  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut. 
En  outre,  F(^)  doit  satisfaire  à  certaines  conditions  d'inté- 
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grabilité,  qui  sont  satisfaites  en  particulier  si  elle  n'a  pas  dans 
un  intervalle  fini  une  infinité  de  maxima  et  de  minima.  Enfin 
l'ordre  des  intégrations  ne  doit  pas  être  interverti. 

Supposons  F(^)  =  I  quand  t  varie  de  • —  a  k  -h  a  et  égal 
à  zéro  en  dehors  de  ces  limites  :  alors  on  aura 

OU  bien 

=  -|-  [sin^{a  —  t)  -^  s'in^(a  -^  t)] 

=  -  sin«t];  cos^4>. 

On  a  donc,  en  supposant  a^  t^  —  a, 

1  sinat]^  cos^^J; 


d^. 


En  dehors  de  ces  limites,  l'intégrale  est  nulle,  et  l'on  a 

I         ■ , i  d<h  — 

j_„  4^  {  o  pour  r^y  «2. 

Si  l'on  fait  ^  =:  o,  on  retrouve  la  formule 


/ 


i  d^  =  t:. 


Si  l'on  se  propose  de  trouver  une  fonction  égale  à  e~^ 
entre  les  limites  o  et  oo  de  ^  et  égale  à  e^  pour  les  valeurs 
de  t  comprises  entre  o  et  — oo,  on  trouvera 


^   . 


-    /         d'^      I      e-'rcost];(T  —  t)di-{-  j      e"^ cos 'if) (z    -  t)dz\ 


et,  par  suite, 

cos»];^  d'if/ 


y 


^ 


ce  que  l'on  savait  déjà. 
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VIII.  —  Généralisation  des  formules  précédentes. 
Reprenons  la  formule 

(i)  ^^^^"ô'ir^^/    F(0cos2n7r(^  — ^)^|. 

00 

Si  l'on  y  remplace  F(^)  par  F(^,  j),  on  aura 
et,  en  appliquant  à  F(?,  y)  la  formule  (i), 


^^^'^^  ,.     .. 


-^^a^mX/"^^'^^^^^^'^^^^-^ 


)cos2[j.'jt(yi  —  j)<^^  (^iq. 


et  ainsi  de  suite. 

De  même,  si  dans  la  formule 


on  remplace  F(^)  par  F(^,  y),  on  aura 


et 


V{x,y) 


on  trouverait  de  même 

X  C0SV(Ç— ^)6?)i  rfçrflJ.^^  *  «^Ç 
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OU,  plus  simplement,  en  posant 

a-a;)^^i  =  X,        (T._j)v/irT=Y        et        (Ç-^)v/^=Z, 

Nous  ferons,  au  sujet  de  cette  dernière  formule,  une 
remarque  importante.  Je  suppose  que  les  intégrations  rela- 
tives à  $,  7),  Ç  soient  faites  en  prenant  pour  limites  celles  d'un 
corps  solide  donné,  une  sphère  pour  fixer  les  idées.  Négliger 
le  reste  de  l'intégrale,  c'est  supposer /(  ^,  y,  z)  nul  en  dehors 
de  ces  limites. 

Ainsi,  le  second  membre  de  l'équation  précédente  repré- 
sente la  fonction  F  (x,  y,  jz)  pour  tous  les  points  ^,  y,  z  inté- 
rieurs à  une  sphère  et  est  égal  à  zéro  pour  tous  les  autres  points 
de  l'espace.  On  comprend  toute  l'importance  de  cette  formule 
dans  les  applications  à  la  Physique  mathématique. 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  représenter  la  densité  d'une 
sphère  en  fonction  des  coordonnées  et  ses  divers  points,  on 
sera  en  présence  d'une  fonction  nulle  pour  les  points  exté- 
rieurs à  la  sphère,  et  égale  à  une  fonction  donnée  pour  tous 
les  points  intérieurs.  Voici  d'ailleurs  d'autres  applications  du 
même  principe. 

IX.  —  Théorie  des  restricteurs,  méthode  d'intégration  de  Dirichlet. 

Dirichlet  a  inventé  une  méthode  d'intégration  qu'il  a 
appliquée  à  une  question  importante  de  Mécanique  (attraction 
des  ellipsoïdes)  et  dont  Gauchy  a  montré  toute  l'importance 
pour  le  Calcul  des  probabilités. 

On  appelle,  d'après  Gauchy,  restricteur  une  expression 
égale  à  l'unité  entre  certaines  limites  données  et  nulle  en 
dehors  de  ces  limites. 

a?  —  a^o-h  v/(.r  —  x^^ 
i{x  —  Xo) 
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est  un  restricteiir  égal  à  un  pour  ^  >  ^o  et  égal  à  zéro  en 
dehors  de  ces  limites.  Mais  les  restricteurs  les  plus  utiles  sont 
ceux  qui  résultent  de  la  formule  de  P'ourier. 
Ainsi 


dx  H — 


est  égal  à  l'unité  si  a  >  o  ;  dans  le  cas  contraire,  il  est  égal  à 
zéro. 


dx  =  k 


est  égal  à  un  si  b  est  positif  et  à  e+-^  si  b  est  négatif;  donc 
(A  —  i)e~'^  est  nul  pour  6  >  o  et  égal  à  un  pour  b  <Co. 
Mais  le  restricteur  le  plus  utile  dans  les  applications  est 


égal  à  un  si 

a  —  l  <ix  <i  oL-\-  l, 

et  à  zéro  en  dehors  de  ces  limites.  Pour  trouver  ce  restricteur^ 
on  peut  partir  de  la  formule  de  Fourier  et  se  proposer  de 
trouver  une  fonction  de  œ  égale  à  un  pour  a<C  x  <^^b,el  égale 
à  zéro  en  dehors  de  ces  limites. 
Cette  fonction  est 


I     r"^"       r'' 

—    /  d'^i    \      cosd;(T  —  x)d~ 

/^"    .     ,    b  —  a         .  /«  + 
in  <]j co?>^  (  — 
il» 


ou 

^    ^  TT   ^  -8  ''' 


ce  que  l'on  peut  écrire 

r  .    h  —  a 


sin 


71  •-/  _-  «  C> 
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si  l'on  fait  a  ^=  ol  —  l  et  b  =  ol  -\-  l,  on  trouve  précisément 


U 


'^ 


g,l;V/-l(a:-a}^^. 


Je  suppose  maintenant  que  l'on  veuille  intégrer  la  fonction 
F(x,  y,  z)  pour  toutes  les  valeurs  de  ^,  y,  z  comprises  à 
l'intérieur  d'un  solide  donné;  on  pourra  multiplier  cette 
fonction  par  un  restricteur,  nul  en  dehors  des  limites  du  corps 
donné,  et  alors  on  pourra,  sans  inconvénient,  intégrer  le  ré- 
sultat entre  des  limites  infinies,  ce  qui  facilitera  le  plus  sou- 
vent le  calcul. 

Soit  à  évaluer  l'intégrale 


///' 


pour  tous  les  points,  tels  que  l'on  ait 

ce  -^y  -\-  z  <Ci,         ^>o,         r>o,         ->o; 
nous  multiplierons  par  le  restricteur 


il 


sin©         ,— -,  .    , 


égal  à  I  quand  ^  +y  +  s  <<  i ,  et  nul  pour  les  valeurs  posi- 
tives comprises  en  dehors  de  ces  limites,  et  nous  considére- 
rons l'intégrale 

nous  ne  faisons  ainsi  qu'ajouter  des  élément  nuls  à  l'intégrale. 
Or  on  a (p.  260) 

l'intégrale  proposée  devient  alors 

'2    J      TT  J_a>  ? 
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OU  bien 


V^TT    r^'"  smo    -^-f- 


et  se  trouve  remplacée  par  une  intégrale  définie  simple  prise 
entre  des  limites  — ce  et  +oc. 


X.  —  Théorème  de  Parseval. 

Le  théorème  de  Parseval  permet  de  calculer  la  valeur  de 
la  série 

(i)  aobo-\-  aibi^..  .-i-anbn-h..., 

quand  on  connaît  celles  des  séries 

(2)  <^{x)  :=  ao  -\-  aix  -^  a^cc^  -i- . .  .-h  ancc^  -i- . . . , 

(3)  ^{cc)=:  bo-h  bia^-h  b^x^  -h...^  bnCC^  -^ 

On  a  en  effet,  en  prenant  les  résidus  pour  x  =  0^ 
si  l'on  intègre  le  long  d'un  cercle  de  rayon  un,  on  a 


i-    /       cû(e9v/_i)(i;(e-0v/_i)^ô  =  ao^o 


aibi 


mais,  pour  que  cette  formule  soit  admissible,  il  est  nécessaire 
que  les  seconds  membres  des  formules  (3)  soient  convergents 
à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  un  peu  plus  grand  que  un, 
ayant  son  centre  à  Forigine. 
Si  l'on  avait 

cp(6)  =  ao-{-  ai  cosô  -1-  «2  cos2Ô  -1-. . ., 
il;  (  0  )  =  60  +  ^1  cos  6 -f- 62  cos  2  0  H- . . . , 

on  en  déduirait  aussi,  en  supposant  ces  séries  uniformément 
convergentes, 

^27t 

—   /      cp(6)t];(6)^0  =  ao^o  +  «i^i  +  .... 
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Nous  aurons  souvent  l'occasion  d'appliquer  le  théorème 
de  Parseval. 

XL  —  Formule  de  Cauchy. 

Si,  dans  la  formule  de  Fourier, 

/(.,  y . .  .)=//. . .  .ml-..^Pm-.....,^/(5, ,,...)  'f-^  f^?  ... , 

où  les  limites  sont  —  go  et  +  c»  pour  a,  (3,  .  .  . ,  quelconques 
pour  ?,  71,  .  .  . ,  mais  comprenant  x^  y^  .  .  . ,  et  qui  n'a  lieu 
que  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  de  ^,  . . . , 
on  pose  ^  r=  o,  y  =  o,  .  .  . ,  on  a 

/(o,o,. ..).//.. .eUl.P.....v^/a,„...)^^f^.... 

Supposons  maintenant 

nous  aurons  (p.   i5i) 

^A      =  r  r  . .  e(aL.PM....,/=i/(L,  M,  . .  ,^'^Y^^  '  ' -^  ^^.,., 

\  J  J  -^^     '  ^  à{\,lX,    ...)        271 

supposons  encore  que  ).o,  [^o?  •  •  •  soient  une  solution  du 
système 

L  =  o,        M  =  0,        

On  peut  supposer 

/(L,  M,  ...)-'f(X,  îx,  ...); 
mais  alors 

/(o,  o,  ...)  =  cp(Xo,  (^0,  ..•) 
et  (i)  devient 

Les  limites  de  la  nouvelle  intégrale  seront  —  oo  et  +  oo  pour 
les  variables  a,  [3,  ...  :  un  peu  supérieures  et  un  peu  infé- 
rieures à  ).o  pour  la  variable  X,  un  peu  supérieures  et  un  peu 
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inférieures  à  [Kq  pour  la  variable  [jl,  etc.  ;  et,  si  l'on  veut,  on  aura 

(2)/       -/  /•../  /  ...e(^L+P'^ï+--)v/-icf(X,  |j.,  ...) 

/  (9(L,  M.  ...)  doidl  d^dix 

\  a^l,   IX,    .  .  .  )         2  71  271 

le  signe  \s'étendant  à  toutes  les  solutions  de 
L  =  o,        M  =  o, 

l'y,  [i-'^j,  ...   telles  que  l'on  ait 

i,<r„  X';,  ...<X2, 


Cette  formule  (2)  a  été  donnée  par  Cauchy  dans  le 
XIX^  Cahier  du  Journal  de  V École  Polytechnique;  il  en 
a  fait  une  application  importante  (Mémoire  présenté  à  l'In- 
stitut le  26  mai  1828). 

Il  est  clair  qu'une  méthode  semblable  à  celle  que  nous 
venons  de  suivre  nous  permettrait  également  de  développer 
en  série  trigonométrique  une  fonction  des  solutions  des 
équations  L  =  o,  M  =  o,  ....  On  trouve  ainsi 

-^    r  r         ,/r       M       ^    .>  ,  d(h,M.  ...)  d\  du. 

^JJ  .V     M    '  /    ^^l^   [J-,    ...)     27r    271 

/,  fn^  .  .  .  désignant  des  entiers  variant  de  — 00  à  -}-  go. 

Malheureusement,  ces  développements  sont  peu  conver- 
gents. 

XII.  —  Étude  d'une  fonction  singulière  considérée  par  Weierstrass. 

Soient  b  un  nombre  moindre  que  un  et  positif,  a  un  entier 
impair;  la  fonction y(^),  définie  par  la  relation 

f(x)—  cos7ra7  -f-  b  cosaizx  -h.  . .--  b"^ cos,a"^Tzx -^. .  . , 
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est  continue,  car  le  second  membre  de  cette  équation  est 
uniformément  convergent.  Nous  allons  reproduire  un  rai- 
sonnement de  Weierstrass  en  vertu  duquel  /(^r)  n'a  pas  de 
dérivée;  nous  transcrivons  ici  la  traduction  textuelle  de  sa 
démonstration  donnée  page  3o,  Tome  79  du  Journal  de 
C  relie. 

((  Soient  Xq  une  valeur  particulière  de  ^  et  772  un  entier 
positif;  il  y  aura  un  entier  a,„  satisfaisant  aux  inégalités 

—  -  <a"^^o  —  a,„l  -, 

de  sorte  que,  si  l'on  pose  o'^Xq  —  a^^i  =  ^m+i  et 

a"i  a'"' 

on  aura 

(I)  ^_^,  =  _____,         a;"~a^,=  —-^, 

^'  <  ^0  <  x"  ; 

et  l'on  peut  prendre  m  assez  grand  pour  que  x'  et  x"  diffèrent 
de  Xq  d'aussi  peu  que  l'on  veut. 
»    Or  on  a 


X  iTo  ^^  X'  —  ^0 


0 

-m- 


0 


a"-{x' —  ^0) 


n  =  I 


2 


l)  in-\-n 


COS,  a'^-^  'i  .T  TT  —  cosa^'^-^^XoTi 


X  —  Xq 

x' —  ^0 


/l  =  7rt  —  1 


2,    — a^^ô'^Ti  sina^TT  "— 


sina«7r 
.ro  2 


X  —  ^0 

a«7r 

2 


7      "^  I  -+-  cosa' 
^        '  jU         v-\-x 


COSa"'Xm-hlT- 


è«, 
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en  vertu  de  (i)  et  de  l'hypothèse  que  a  est  impair.  Si  l'on 
observe  alors  que  i  -j-  x^^^  est  compris  entre  -  et  -?  puisque 

Xmj^^   est  compris   entre et   -\ — -,  l'égaHté  précédente 

pourra  s'écrire 

X  ~  Xçi  V  3  ah  —  \ 

7j  désignant  un  nombre  supérieur  à  l'unité  et  £  un  nombre 
compris  entre  —  i  et  +  i .  On  aurait  de  même 

/(..')-/(x„)^_^^  ,„^„.      /g       ^^N 

a?  —  iCo  \  3  ah  —  \  I 

yji  désignant  un  nombre  supérieur  à  i  et  £<  un  nombre  com- 
pris entre  —  i  et  +  i .  Si  alors  on  choisit  a  de  telle  sorte  que 

ao  >  IH —  Tc, 

les  quantités 

f{^x')-f{x,-)  ^     f(x")-f(x,^ 

x'  —  Xq  x" Xq 

seront  de  signes  contraires  et  infinies  pour  m^co  .  » 

La  dérivée  de  f{x)  n'existerait  donc  pas,  et  cependant 
cette  fonction  serait  continue.  Ce  fait  est  extraordinaire,  et, 
bien  que  le  raisonnement  qui  précède  paraisse  irréprochable, 
il  est  bon  d'attendre  qu'il  soit  bien  connu  et  bien  étudié  avant 
d'en  accepter  les  conséquences  (*). 


(*)  Ces  lignes  ont  été  écrites  il  y  a  plusieurs  années,  à  une  époque  où 
beaucoup  de  géomètres  refusaient  d'admettre  les  conclusions  précédentes, 
qui  semblent  généralement  admises  aujourd'hui. 
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EXERCICES  ET  NOTES. 

Développements  déduits  de  la  formule  de  Fourier. 
1.  Entre  les  limites  — tt  et  -f- tt  de  ^  (les  limites  exclues),  on  a 

2    .  /     s\r\x  isiwix        3sin3a7 

sinmx  =  -  su 


/     sin 
iinmTTi  — — 


TT  \  1 2  —  m2        'jf%-~rrii        32  _  ;^2 

2    .  /    r  mcQ'ix        mco9,7.x        mcos'àx 

cos  mx  =  -  sm  m.Tz 


im        i2  —  m2         22  _  fn^         32  _  ,^2 


^.,) 


gWT: . ^—rnu         -^^ 


/    I  mcosx        mcosix        tu  cos3x  \ 

\2m  ~  12  + w2  "^  22  H-  7?i2   ~"   32 H-  m2  ^•••y 

2  /     sin^ 
ïr  \i2-t-  m2 


2  sin  2  37        3  sin  3a;  \ 

emii  _  e-m%       7t  V  i2  -f-  m2        22  +  m2  ~*~  32-1-  m2  ~"  •  •  •  y  ' 

a?         .  sin2a7        sin3;r 

—  =  sin  X 1 . . . , 

2  2  3 

X^         7r2  C0S2^         cos3a7 

4  12  22  32 

2.  Pour  X  compris  entre  o  et  ir,  on  a 

TC         .  .     3x        sinSa?        sinva? 

-  =  sina?  +  sin  — -  h 1 ^. . . , 

4  357 

logsin^  =  —  log2  —  C0S2a7 C0S4^  —  ô  COS6:27  — . 

'k('k  —  9.x)  cos3a7       cos5a7 
8 =™^^+^F-  +  ^^ 

71(71  —  ix)(tz^-\-  iTzx  —  2.r2)  cos3,r        cos5a7 


96  3*  5^ 
TtxÎTz  —  x)         .             sinSa?        sinSa? 
S =  ^^"  ^  +  -3Ï-  +  ^ï- 

ernx^  ^  ^  (e-^_,)  ^_L_  +  ^I^^  +  .^2lA^  ^ 
2/n  .    ^ /    cosa:  cos3a7 


TT    ^  ^  \m2-M2        m2-H32 

2  ,    _^  /    sina?  3  sin 3 a? 


-■•) 


Tz  ^  '  \  m2  H-  I         7)1^'  -h  32 

^/.m^r        x/îisin2.^        4sin4a7 


(eOT7î_,) 


TT  \  m^ 


22  "^  /7i2  -i-  42  "^  •  •  •  y  • 
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3.  Entre  les  limites et  H — >  on  a,  m  étant  entier, 

11 


T.3.5...(27n  —  i)   fi  m 

i.A.b.  .  .1/n         \  1        m-+-i 


m  (m  —  I  ) 

^         COS4. 


(m-hi)(m  + -2)         ^  J 

-^)ri 

Ti    1.3.5. ..('2m  —  i)  L^    '    2/?i-i-i 


4  2.4.6. .  .(2/n  — 2)  fi        im  —  i 

COS^m-\x  =z .^— . ) ^ 1 C0S2^ 


(im  —  i)(im  —  3) 

; f- -^  cos4^ 

{1  m  -f-  i){i m  -{-  o ) 


En  général,  si  Ton  pose 


on  a 


^  \r(--r-l]Y^'^  ^"^^^  (5-h2)(54-4)  J 

_  _i_      r(5  +  i)     r    I 


cos^o?  r=  -^    ^    ^,^"    '    V-.0  I  -^^-  cos^  +  , — ■ — - — — r-  cos3^ 


(5-0(5  —  3) 

-i-  7 T7 ON/ FT  C0s5a7  -4- 

(5  +  l)(54-  3)(5  +  5) 

Si,  dans  ces  formules,  on  fait  a?  =0,  on  a  des  relations  remarquables 

entre  les  fonctions  F (5). 

(Gauchy,  Anciens  Exercices.) 

4.  Entre  les  limites  o  et  m,  on  a 

TT  X  I       .  2         . 

-  cosa? cos.r  =  -  smx  -h  — -  sm2a7 

2  2  4  I  -^ 

H 7  sin3a7  -h  ;r— r  sin4^  +•  .  . , 

2.4  3.5 

TZ       .  X      .  II  I 

—  sinic s\nx  =  — t-7COsa7  —  — ~  cosix 

1  1  24  I  •  -> 

I 


COs3a7  —   77— r  C0S4^  -r.  .  . 

2.4  3.5 


-  = hsin^TH sin2a7+  -•sin3a7+... 

22  2  3 


h  —    =  COSa?  H COS2  27   +-  —-  C0s3iP  -\- .  .  . . 

26  2^  3'^ 
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o.   Quel  que  soit  x^  on  a  (excepté  pour  a?  —  o  et  ^  =  tt) 
I  I  COS2.97         cos3.9?         cos  i-^ 

-  101121  COS    -  a?  =   COS^P •   -i :: ; h  .  .  .  , 

'2  2  234 

1  ,  .1  ros2.r        cosSa? 

-  los2  sin  -  a?  =  —  cosa? ?; . . ., 

2  °  2  2  3 


I  C  COS.T* 

— =  I -h  P  COS;r  -T-  0^008207 -+- 

I  —  10  COS  37  -H  p2  ' 

I<P<I    1 

psina?  .  „    . 

—  =  p  sina?  -h  p2  sin2a7  -h. .  . . 


I  —  2p  COS  a; 

r2  7-3 

log/i  —  2r  COS 6  -T-  r-  =  —  r  cosO C0S2Ô —  cos36  —  » . . , 

/'  sin  0  .  r^    .  r^ 

arctang^ ^ ^  =  r  sinO  -t sin2  0  -i-  —-  sin 3 6  -1-. . .  ; 

^i — rcosO  2  3 

mais  ces  formules  supposent  r  <  1.  En  valeur  absolue, 

1  2  r  sin  6  ^^    •    o  û        '"'    •    /ta 

-  arctanff- — -  =  r  sinO  -i-  ---  sin30  -h  -—  sin5()  -h. . .  ; 

2  ^  I  —  r^  3  5 

ici  encore  on  suppose  r  <  i. 

6.  Dans  le  texte  nous  avons  donné  le  développement  de  f{x)  en 
série  trigonométrique  en  faisant  sur  la  fonction  y*  certaines  restric- 
tions qui  ne  sont  pas  absolument  nécessaires,  mais  qui  simplifient  les 
démonstrations.  On  consultera  avec  fruit  sur  ce  sujet  les  Ouvrages 
suivants  :  Riemann,  sa  thèse  (i854)  imprimée  dans  ses  Œuvres.  • 
Le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  V,  reproduit  la  thèse 
de  Riemann  en  français.  —  Le  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques, t.  III,  Paul  du  Bois-Reymond.  —  Le  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  O.  Bonnet.  {Lettre  à  M.  Darboux).  —  Dini,  Série 
di  Fourier,  Pisa.  (En  vente  chez  Gauthier- Villars.) 
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CHAPITRE  X. 

SUR  L'INTERPOLATION  DES  FONCTIONS  NUMÉRIQUES, 


l.  —  Préliminaires. 

On  appelle  fonctions  numériques  les  fonctions  qui  ne 
sont  données  que  pour  des  valeurs  entières  de  la  variable  ; 
ces  fonctions  se  rencontrent  surtout  dans  la  théorie  des 
nombres;  ainsi  la  fonction  cp(/2)  qui  représente  le  nombre 
des  entiers  premiers  et  non  supérieurs  à  n  est  une  fonction 
numérique.  Notre  intention,  dans  ce  Chapitre,  n'est  pas  de 
traiter  des  fonctions  numériques,  mais  bien  de  nous  occuper 
de  leur  interpolation. 

Interpoler,  c'est,  comme  on  sait,  trouver  une  fonction  qui 
prenne  des  valeurs  données  pour  des  valeurs  également 
données  de  la  variable.  Interpoler  une  fonction  numérique, 
ce  sera  trouver  une  fonction  continue,  autant  que  possible 
monodrome  et  monogène,  égale  à  la  fonction  numérique  pour 
toutes  les  valeurs  entières  de  la  variable. 

La  fonction  i  +  2  -j-  3  H-  .  .  .  H--  ^•,  numérique,  est   inter- 

polée  par  la  fonction    '         — -;  la  fonction  numérique 


est  interpolée  par  — '- ,v •>  et  ainsi  de  suite. 


IL  —  Formule  d'Euler. 

Nous  commencerons  par  démontrer  une  formule  d'Euler, 
qui  nous  sera  très  utile  dans  la  suite,  et  qui,  d'ailleurs,  est 
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susceptible  de  s'appliquer  à  l'évaluation  approchée  des  inté- 
grales définies. 

Soïlf(x)  une  fonction  continue  entre  les  limites  a  et  b  de 
sa  variable,  possédant  d'ailleurs  des  dérivées  bien  détermi- 
nées. On  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  a)  comprises  entre 
a  et  b  (mais  non  pas  pour  ^  -—  a  et  x  =  b)  (p.  Sgo), 

«  f(->  =  F^ S  /■ /(;)«^"'""''"''-/; 

^  a 

—    00 

et 

—  oo 

Faisons   dans  la  formule   (i)   ^  =:=  a  4- A,  ^  =  (2 -h  2A,  ... 

X  =z  a-^  [m  —  i)helh  = -;  ajoutonslesrésultatsavec(2), 

nous  aurons 

2/271/- 1  '*n'K\/~\ 

(3)   (       =,-^   >:    /    M)\i-^e        ^-   +e"----^... 


-a^iy'^'[ 


-WTZs^ 


Nous  poserons,  pour  abréger, 

(4)     -l  =  {J\a)-~f{a  ^  h)-^ .  .  .^f{a  -^UI^::r^h)  -^-{f{b), 

et  nous  observerons  que,  sous  le  signe    /  ?  la  quantité  placée 

entre  crochets  est  la  somme  des  puissances  /z^'^™^^  des  racines 
de  l'équation  binôme  z"^  —  1  ==:  o  ;  donc  cette  somme  est  nulle 
quand  n  n'est  pas  un  multiple  de  m  ;  elle  est  égale  à  m  dans 

le  cas  contraire.  Si  l'on  observe  que  m  =  —7 — ?  la  formule  (3) 


pourra  s  écrire 


T  =  i2//(î)^^'"'""''^ 
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OU,  en  groupant  les  termes  deux  à  deux, 

(5)         hT=   f  /(0^^-^2    f  /(Ocos^-(^-a)r/^. 

mais  l'intégration  par  parties  donne 


±/^'-'(Ocos-^(^-a)(^-)       J 
c'est-à-dire 


2  rV(ocos'4"(^-"^'^^ 


la  formule  (5)  devient  alors 

00 


R  désignant  un  reste  de  la  forme 
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OU  même  de  la  forme 

Ce  reste  peut  s'évaluer  en  observant  que 

est  moindre  que 

/     M  d'z  =- {b  -  a)M  =  mhM, 

M  désignant  le  maximum  de/-^+'  (ç),  pris  en  valeur  absolue 
entre  les  limites  a  et  6;  on  peut  donc  poser 

R  =  2  m/iV+2/2p+i  (  e  ) ^^ — -  y.  -r-^-  , 

9  désignant  un  nombre  compris  entre  «  et  6;  mais  T'iT^^^ 
est  moindre  que  deux  ;  donc  on  a 

(7)  R<47?iA2p+2y2/,+i(e)(^-^^y^"*. 

Nous  avons  appris  à  calculer  les  coefficients  ^  ,r  ^^  moyen 

des  nombres  de  Bernoulli  (p.  324)  î  toutefois  on  peut  observer 
que  la  formule  (6)  est  de  la  forme 

si  l'on  y  fait/(?)  —  e?,  on  a 
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quant  à  R,  il  tend  vers  o  pour  p  =z  ce,  si  h  est,  par  exemple, 
moindre  que  27r,  ce  que  nous  supposerons;  nous  pouvons 
donc  nous  dispenser  de  Pécrire;  faisons  a  =  o,  b  =  h  et  la  for- 
mule précédente  deviendra 


2 

ou  bien 


ou  enfin 


ou 


(i4-e/i)  =  (eA_,)(,  -|_  Ai/i2+  A3A4  +  ..  .) 


2 

[  -i-  2  A  1  A  -t-  2  A3  A=^  H- 


e''*~i        /i 


—  =  j h  Al  A  +  A3  A3  + ...  ; 


e^^  —  I        h       1 


A,,  A3,  .  .  .  sont  donc  les  coefficients  de  h,  h-\  .  , . ,  dans  le 
développement  de  (e^ —  i)~^.  On  a 

Al  =    A  J  A3  =: 


12  720  30240 


A,  - 


120960 

La  formule  (8)  permet,  comme  l'on  voit,  de  calculer 

^  a 

une  valeur  approchée  de  cette  intégrale  est  AT  :  c'est  la  somme 
des  aires  des  trapèzes  inscrits  dans  la  courbe  j^  =/(^)  entre 
les  abscisses  a  et  6  et  dont  les  bases  sont  égales  à  h  ;  cette  for- 
mule (8),  résolue  par  rapport  à  l'intégrale,  est 

jT  'mV\  =  /'T  -  ^  \f\b)  -/'(a)]+  1^  [/"'(6)~-/"'(«)]-.... 
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III.  —  Formule  de  Boole. 
On  a 

I  I    r"'^'' 

^  a 

7Z  =  =C 
77  :=  1 

'    a 
"■  —  ^  . 

+  ^2/'    V(Ocos^^(^-«-A)r/^; 

n  -  1 

en  retranchant  ces  formules  membre  à  membre,  on  trouve 

f/l  —  x>  , 

777  —  1 

Or  l'intégration  par  parties  donne 


la  formule  précédente  devient  alors 

^  [/(a  +  A)-/(a)]-/ViA[/'(a--A)--/'(a)] 

Al,  A2,  ...  désignant  des  coefficients  indépendants  de  la 
forme  de  la  fonction/"  et  R  un  reste  que  l'on  peut  mettre  sous 
la  forme 
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On  détermine  A,,  A2,  ...  en  faisant  /(^)  =z  e-^  et  en 
procédant  comme  on  l'a  fait  pour  démontrer  la  formule 
d'Euler;  on  voit  que  Ai,  Ao,  .  .  .  sont  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  h  dans  le  développement  de 


on  trouve  ainsi 

i        ^  A  ï  A  I  *         —  ^7 

Al  =    -  ?  A2  = 1  A3  =     -— -  ,  A4  =    y— ,  •        •    ■ 

'1  24  240  4oi'20 

Si,  dans  la  formule  (i),  on  change  a  en  a  1-  h,  a-\-  iJi, 
a  -\~  nh  =  b  et  si  l'on  ajoute  les  résultats,  il  vient 

-2A2A3[i/"'(a)-4-/"(a  +  A)-...-l-i/"'(7>^] 

et,  en  remplaçant /(^)  par  j  f(^x)dx^  on  a  une  formule  qui 
peut  servir  à  l'évaluation  des  quadratures 


X 


b 


IV.  —  Interpolation  de  ^  n^. 

1 

La  formule  d'Euler  permet  d'interpoler  la  somme  des 
puissances  i  des  x  premiers  nombres  entiers,  au  moyen  d'un 
polynôme  entier  en  x  du  degré  i  +  i  que  l'on  !a  appelé  un 
polynôme  de  Bernoulli. 

Si,  dans  la  formule  d'Euler,  on  suppose  <2  --  o,  b  r—  /^, 
A  =  I ,  /(^)  -=  ^S  on  a 


-I-  Aim'-i-f-  A2î(î'--0(^'  — 2)7i'--^+ 


~^ 

2' 
I 
2 

ni 

■-4- 

/  H-  I 
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et  cette  série  s'arrête  d^elle-même.  On  voit  que 


I  i  _i_  -2*  + . . . -h  /i' 


est  un  polynôme  entier  en  n  de  degré  i  -j-  i ,  et  que  l'on  a  en 
particulier 


1^2-1-3^-, 


6 

I^ -f-  2^ -f-  3*  H-.  .  .4-  71^  =    — -, ? 


Lorsque  i  n'est  pas  entier,  le  reste  dans  la  formule  d'Euler 
ne  tend  plus  vers  zéro  et  l'interpolation  paraît  plus  difficile  à 
effectuer  :  nous  n'envisagerons  pas  ce  cas. 

Mais  on  peut  trouver  d'une  manière  beaucoup  plus  expé- 
ditive  les  sommes  des  puissances  semblables  des  entiers  con- 
sécutifs :  la  formule  d^interpolation  démontrée  page  io3, 
tome  I,  donne 


I  1,1  I  .  '2 . 3 

si,  dans  cette  formule,  on  fait  ^  =  i,  *>.,  3.  .  .  . ,  /2,  et  si  l'on 
ajoute  les  résultats,  on  a 


x"^=  — '  Ao'«-- >    — A^o' 


îmi  1  .  '1  Mmi  I  .  2 

1  1 


-i: 


X{X  --  \){X  -r-  2) 


1.2.3 

l 
ou  bien 


A3o'"~  .  . 


in  n{n-\-\)  .  in  —  i)Ai(n-hi)  .^ 

>  37'"  =    ^ -^  A0'«  -H  ^ '- ;. A2o' 

■d  1.2  1.2.3 

1 

^  (n-i){n-i)n(n-^i)  ^,^,„_^^ 
f .  2 . 3 .  î 
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OU  encore 


Exemples  : 

'v'o    '^C'ï  +  or^     „    ^i^ —  I  1 


2]:r3^^"tL)r 


3 

n(n  H-  i)  n(n  -f-i") 
2  ~     2 


Des  formules  analogues  pourraient  être  données  pour  la 
sommation  des  séries 


V.  —  Fonctions  de  Bernoulli. 

Cherchons  à  développer 


e^  —  i 


suivant  les  puissances  ascendantes  de  z;  si  ,x  est  entier,  ce 
développement  revient  à  celui  de 

qui  est  évidemment 

So(^)+  -  81(37)^  -~  S2(^)  +  . .  .4-  -rj  Si(x)-^. .  ., 
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et  OÙ  l'on  a 

Jlien  ne  nous  empêche  d'interpoler  la  somme  des  puissances  i 
des  X  —  I  premiers  entiers,  au  moyen  de  la  fonction  Si(:r) 
définie  comme  étant  le  coefficient  de  z^  dans  le  développe- 
ment de  la  fonction  (i)  par  la  formule  de  Maclaurin,  suivant 
les  puissances  de  z.  Ceci  étant  admis,  il  est  facile  de  voir  que 
S/(^)  est  un  polynôme  de  degré  f  +  i;  il  doit  être  identique 
à  celui  que  nous  avons  trouvé  par  une  autre  voie,  puisqu'il 
lui  est  égal  pour  toutes  les  A^aleurs  entières  de  x. 

Pour  prouver  que  S/(^)  est  un  polynôme  entier,  nous  sui- 
vrons la  voie  tracée  par  M.  Hermite  (^Journal  de  Borchardt 
p.  C:)^^   1878);  remplaçante  par  z^ —  i  dans  la  formule 


:-S/(:r) 


{-■ 

0 

_j    = 

So(^) 

-H  ■- 
I 

S,( 

nous  aurons 

^\^\zxt(y%\z 

{x~ 

-T) 

'ïÀ\\\z 

Sn:r-f- 

./: 

—  I 

/ 'f>\vi\zx  sin|^^(;r  —  t) 

a_^_X   = _^ 


Z' 


Si(a7)-f-... 

d'où  l'on  déduit,  en  supposant  x  réel, 

%\X\\,ZX  Q.O^\z{x  —  \)  e     /      ^  -       c    /      V 

^^TTT -So(.r)---  82(07;-.-..., 

sin  -9  ^  i. ,  j. 

ûn\zxûx\\z{x~\)        z  -2-^      c  /    N 

sm^z  I  1.2.3       ^    • 

mais,  en  intégrant  la  formule  (p.  325) 

I  I  2B2X  ^.BlX^ 

cot-,î7  = ; ... 


■2  -2  X  1.2  1.2.3.4 

de  o  à  ^,  on  trouve 

,       .    I          ,1          B=>x'^  1          Blx'*     i 
logsin-ic  =  los-x = —  — 1 

"2  ^2  1.2    2       1.2.3.4  4 
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En  faisant  usage  de  cette  formule,  le  logarithme  du  premier 
membre  de  (3)  se  mettra  sous  la  forme 

,      sïnl^zx  sm^z(x  —  i) 

log = r-T 

sm2^ 

=:\0S-'zx{x  —  l)-r-[l  —  CC^-il  —  Xy]^    - 
*  2  ^  -"1.22 

'  -"1.2.3.44 

-H  [  r  —  X'-"  —  (  I  —  3;)2« ]  — ^  — 

■-  (2/i)!    2^ 

En  posant 

on  a  donc 

,      sinizxs\n^z(x  —  ï) 

log — = .    :    -' 


sin  1^^ 

B2   ^    ^2        B,x,  z^ 

\  I  I.'2  '2  4!        4 


=  log  (^-  ^  ^X2   )   +  f^   X2  -   -^  --r 


et,  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  en  vertu  de  (3), 

-S,(^)--^S3(.r^  +  ...^-ÇX2e    -^     ^      -. 
I  1 . 2 .  J  4 

En  développant  le  second  membre  et  en  égalant  de  part  et 
d'autre  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  s,  on  voit 
que  (^  i)'+^  So/'+i  sera  un  polynôme  entier  de  degré  2  j  -t-a, 
fonction  à  coefficients  positifs  des  polynômes  X2,  X,,  X 
Ce  polynôme  prend  des  valeurs  égales  pour  ^  =  a  et  ^3;  = 
et,  comme  X„  est  nul  pour  ^  =:  o  et  ^  =  i,  il  passe  par  un 
maximum  unique  pour  x  =  i]  on  voit  donc  que  : 

Le  polynôme  (  —  i)'+^  ^2i+i  est  de  degré  ii-\-  2  :  il  a  trois 
racines  réelles  seulement  :  x  =  dzi  et  x  =  o;  il  ne  change 
pas  quand  on  change  x  en  —  x^  il  est  positif  quand  x 
})arie  de  —  i  à  -}-  i ,  négatif  partout  ailleurs  et  passe  par 
un  maximum  pour  x  ■=  -àr-r,. 


0  •  •  •  • 

=  —  a 
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Une  analyse  toute  semblable  montre  que  : 

Le  polynôme  (—  i)'       ''      est  de  degré  i  ï,  positif  quand 

2  00  —  I 

X  varie  deo  à  i  ;  il  n'a  qiûun  seul  maximum  quand x  reste 
positif  et  que  ce  maximum  a  lieu  pour  ^  =  ^;  enfin  ce 
polynôme  est  une  fonction  paire  de  ix  —  i,  négative  dès 
que  ^  >  I, 


Pour  calculer  les  polynômes  S(^),  il  suffit  de  développer 

,  .    e-^  —  i  . 

en  série  —^ ;  nous  observerons  pour  y  parvenir  que 


T         B,         B,^  B3^2 

-  -t-  —  H = 1 5 

3  I  1.2  1.2.3 

-t2    ^2  T^   r^'i 


qZX  —     j  __5_3^  _,_ 


1.2  1.2.3 

et,  par  suite, 

e^^  — 1  /Bi.r         .2-2 

=  X  -r-  Z{ \ 

e-  —  1  \    I  1.2 

on  a  donc 

So(^)=  X, 

I  ^    ,     ,        Bi.r         .072 

T       ^     ,  ^.yX  Bi^2  ^3 

82(37;= ! •  4-  —,, 


1.2"  1.2  1.2  3 


n\         {n  —  i)\i\       (n  — 2)!3!  (/n-ij! 

ou  bien  encore 


^«(^)  =  B„57H B„_i.272^ . B,i_2a73  -f-.  .  .H 

1.2  1 .2. 3  n  -T 


On  a  ainsi  explicitement  la  valeur  de  la  fonction  qui  inter- 
pole la  somme  1*4- 2^  +  .  .  .  +  (^  —  1)';  mais  cette  valeur 
dépend  des  nombres  de  Bernoulli  dont  l'expression  est  com- 
pliquée. 


43o 
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VL  —  Sur  le  développement  de  (  ^ — -~) 


Un  cas  particulier  du  développement  de  ( J    ,  celui 

où  /n  =  —  I,  nous  a  fourni  les  nombres  de  Bernoulli  dont 
nous  avons  reconnu  toute  l'importance.  Le  cas  où  m  est 
quelconque  présente  également  de  l'intérêt;  le  développe- 
ment a  toujours  lieu  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  convergence 
de  rayon  égal  à  •nz.  Si  nous  posons 


J 


e-v  —  j  \  m 


nous  aurons,  en  prenant  la  dérivée  logarithmique. 


I    dy 

y  dx 


n  m 

X  e^  —  I 


si  l'on  remplace  alors  y  par  \  -f-  a\X  -^  a-2X'-  f-  «3^'^  -f-  .  .  . , 
on  déterminera  les  coefficients  (2<,  ao,  ...,«//,  ...  au  moyen 
de  l'équation 


—  m(i  -{-  a^x  -h  a^x^  - 
En  identifiant,  on  a 


I.'2 


,77:5 


2.3 


) 


x'*- 


3/ri 


1.4.J        1.2.J.4 


a,  = 


1 .2 


I  r   nn         {m  —  i^a/I 

'2^1.2.3  l.'l  J 

I  r      3  m 

3  L  I .  '2 . 3 . 1 

I  r       4  m 

«4=7     ^o^,-F 

4  I  1 . 2 . 3 . 4  ■  5 


(  2  7>i  -  -  [  V^  1        (  m  —  2  Wo  " 

1.2.3  1,2 

(  3  m  —  I )  «1        (2  /?z  —  2  Wo        f  m  - ■•  3  )  a^ 


1.2.3, 


T^] 


On  conclut  de  là  que  an  est  un  polynôme  du  degré  n  en  m 
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nous  le  desie^nerons  par ?  en  sorte  que  1  on  aura 

°  ^        i .1.6. . .  n  1 


.)        (f^)™. 


I  -f-    i-^ X  -H   -^ 372 


si  l'on  fait  m=^  o,  le  premier  membre  se  réduisant  à  un,  il 
faut  que 

Cpi(0)=   02(0):=..  .—  Cp,i(0).  .  .r=  O. 

Si  l'on  fait  m  -^  i,  on  voit  que 

si  l'on  fait  m  =  —  i ,  on  voit  que  (p.  824) 

?l(— l)=    ^?  ?2(-l)-=B2, 

03(1)  =  63  =  0,  ....         cp„(— i)=B„,         ...; 

on  peut  calculer  o,i{m)  comme  il  suit  quand  m  est  entier  et 
positif.  La  différence  ^'^"''^de  e^esle^{e^ —  i)"quandA^  =  A  ; 
or  on  a 


1.2       *  •  '   '    1 . 2 .  . .  7?i        (  m  -h  I  )  !       *  "  "  ' 

prenons  les  différences  rn}'"''^^^^  des  deux  membres  et  faisons 
x^=<jj  nous  aurons,  en  divisant  par  A'^, 


(m  +  i)! 
donc 

n\  {n  -^  Tn)\ 

enécrivant  A"^o'''+'',  au  lieu  de  (A'"^'"+'^)a'^0  7  ^^  sorte  que 

'^! 

Quand  on  connaît  les  valeurs  de  o,i[m)  pour  les  valeurs  en- 
tières et  positives  de  m,  il  est  facile  de  former  ces  polynômes  ; 
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on  peut  toutefois  calculer  les  valeurs  de  '^^{m)  pour  Icb  va- 
leurs entières  et  négatives  de  m  comme  il  suit  :  de  (i)  on  tire 


1.2 


en  multipliant  cette  formule  par  (i),  le  premier  membre  de 
l'équation  résultante  est  i  et,  par  suite,  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  x  dans  le  second  membre  doivent  être 
nuls.  Cela  fournit  les  équations 

cpi  (77l) -4- cpi( — m)  =  o, 

^2  {ni)  -^  2  cpi  (  771  )  cpi  ( —  771  )  H-  cog (  "  m  )  =  o, 


0«(m)+   ^  Cp„_i(772)cpi(— 77,Zj-i-    ^     ^\^    ^      Cp  „_2  (771)  Cp2(— 771  )-)-...  !=(). 

En  multipliant  entre  eux  les  développements  de  ( )     et 


de  {- )     et  en  opérant  comme  ci-dessus,  on  a  la  formub 

■>n{m-^  rn! )=  o,i{ m )  -^-  -  o,i-i ( ni ) cp^ ( m' ) 

Cp„_2  (  771  )cp2(/n' )  +  ..., 


7i 

I 

n(n  —  T  ) 


1.2 


qu'il  est  aisé  de  généraliser. 

On  peut  trouver  d'autres  expressions  pour  les  fonctions  '^,i(/n) 
quand  m  est  entier. 

Si  nous  posons 


(3)  /(^)  = 


{x  —  i){x —  -i) . . .  {x  —  m) 
nous  trouvons 

(4)  Xf{x-r-l)=^f{x){X  —  7n). 

Au  contraire,  si  nous  posons 

(5)  F(x)  =  x(x -i-i){x -h  2) .  .  .{x -^  m  —  i), 
nous  trouvons 

(6)  xF{x-i~i)^F{x)ix-\-m). 


INTERPOLATION    DES    FONCTIONS    NUMÉRIQUES.  4^3 

On  peut  écrire 


QQin  ^//i-Hl 


et,  en  vertu  de  (4)  et  (5),  on  devra  avoir 

X h    , r r  H-  .  .  .        = -r-   ■ 7   +  .  .  .     )(X m), 

et,  en  identifiant, 

m  (  /?i  -4-  r  )  772  -4-  I 

i  .1  I 

')  \   mi  m  -^  \){  m  -^  i)  (  m  -i-  \)(?}i  -\-2)  m  -h  i 

1.2.3  1.2  1 


Ifu (m  —  T )  ,           m  —  r   ,  , 
; •  0,n^ 0„i^^  =  mb,n+i, 

)  \   in{  m  —  \){jn  —  2 )  ,  (m  —  \)im  —  2 )  ,  m  —  2  , 

^-^^ ■  b„i  H ~ -'  bni-^^  H ^ bn,^^  =  mb , 


Si  l'on  change  m  en  —  m  dans  les  formules  (8)  on  voit,  en 
les  comparant  avec  (7),  que,  quel  que  soit  i, 


Or  les  quantités  amj^i  sont  faciles  à  calculer;  en  effet 

I  .  2  .  3  ...  771 


X 


{X  —  1){X  —  2  )  .  .  .  (  37  —  /n) 

I  m  I  -   m(m  —  i ) 


I 


X  —  /n         i    X  —{m  —  i )  1.2         X  —{m  —  2 ) 

on  en  conclut 

ml  I       r  m  ,  ^  1 

x{x  —  i) .  ..{x  —  m)        ^'«+1  |_  1  ^  J 

ï    r      ,    f^  .       X    .        1 

L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  28 
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OU  bien 

{a;  —  i){x  —  ■2)...{x  —  m)  '^  x"^      m\  ;r'"+i        m\ 

donc 

a, 


ou,  en  vertu  de  la  formule  (2), 

(t'-hm)!       ,     ,     I 
am^i^  T\ ^^■^'''^:^ 

ou  enfin 

'''"^'  ~  "772^3777^  '' 


par  conséquent, 


b/n+i  — • 


{—iy{m—\){m  —i)...{m  —  i)'^i{—  m) 
1.2.3... i 


D'un  autre  côté,  on  a 

pi  désignant  la  somme  des  produits  i  à  i  des  m  premiers 
entiers  j  on  a  donc 

cp,-f —  m) 
Pi  =  i—iy{m  —  i)(m  -  2) ...  (m  -  0  ^-^j ; 

et  la  quantité/»/  se  trouve  ainsi  interpolée  par  les  fonctions 

VII.  —  Développement  de     -^^^ — 

On  a,  en  posant  i  -^  x  =  e^, 

riog(  I -+- ^)i '«  __  /  __^__y" 
L      ^     J    ^  W-J  ' 

demander  le  développement  de    —^ suivant  les  puis- 

^ ) 
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suivant  les  puissances  de  e~  —  i  ;  d'où  l'on  pourra  conclure 
ensuite  le  développement  suivant  les  puissances  de  z.  Ceci 
posé,  on  a 

/  N  '^^  m(m  —  I  )    „ 

^  '  I  1.2 

mais  on  a  aussi 

(l-V^)w=  gmlog(l+a:)  ==  j  ^ log(m-^)H ;-   [log(H- a7)]2  +  .  .  ., 

on  en  conclut 

m  m  (m  —  i  )     „  m  ^      , 

\-\-  —  X  -^ •  372  _i__  ,_  i_i .  lof^fi  +  ;r)-i- 

I  1.2  jj  D  \  / 

Si  Ton  développe  alors  le  premier  membre  de  cette  formule 
suivant  les  puissances  de  m  et  si  l'on  égale  les  coefficients  de 
m^,  on  trouve 

[iog(i  +  ^)l'-      j      I  v\x       ,      p;,,^;^        -1 


1.2.3... t  Li.2.3 


l       1.2.  .  .  (  t-l-i)       1.2. . .  (H-  2) 
ou  bien 

logCi^^)!'  V\x  Ph,x^ 


(0      [-M^j'^. 


t-4-  [        {i  -T~i){i-i-  •2)       "  '' 


P/.  désignant  là  somme  des  produits  des  k  premiers  nombres 
pris  /  à  /. 

Il  est  à  remarquer  que,  si  la  fonction  /( .2;)  est  telle  que  la 
dérivée, /"(:r)  est  développable  sous  la  forme 

A,  B,  G,  ...  étant  indépendants  de/.  Ces  coefficients  seront 
précisément  ceux  que  nous  venons  de  trouver  pour  le  déve- 

loppement  de     -^^^^ ;  pour  s  en  convaincre,  il  suilil 

de  faire  f(^x)^=  e^,  A^  =  /i ;  on  a  alors 

/i"e-^  =  Ae^(e'*  — i)«+  Be^(e'*  —  i)«-t-i +. . . 
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OU,  divisant  par  e^  et  faisant  e^  =  i  - 


riog([  +  ^)"| 


c.    Q.   F.    n. 


Ainsi  se  trouve  complétée  la  remarque  faite  tome  I,  p.  109. 
La  méthode  précédente  suppose  ?  entier  ;  si  i  est  quelconque, 

^Sl — ^      est  encore  développable  quand  mod^  <<  i  et, 

pour  trouver  son  développement,  on  partira  de  la  formule 


\        X        J  '  1  '"  1.1 

on  fera  ensuite  e^  =^  ï  -{-  z.  et  l'on  aura 


^  log([  -\-  z) 

z 

^ ...-_...  2 

9-2(-0  :- 


[     .     J  -^  +  ?i(-o 

z^  riog(i-H^'| 

En  faisant  alors  usage  de  la  formule  (i)  pour  développer  les 
puissances  entières  de  -^ -■>  on  obtiendra  le  développe- 
ment de     -^^^ ;  on  aura  interpolé  par  ce  procédé  les 

fonctions  numériques  P^.  On  trouve 

riog(i-t-^)"i'  /     -N      ofi     /     -N     ï     /     -n" 

-^^-^ — '-    =i  +  scpi(— 0  — -sM  -  Ti(— 0—  -  ?2(— 0 

+  z3Ucpi(—  0—  ^   Cp2(—  f)-^   \   ?3(—  0      — .... 


VIII.  —  Théorème  d'Herschel. 

Proposons-nous  de  trouver  la  it"^^^  dérivée  de  cp(e^).  Si  l'on 
fait  6^=  w,  on  a 

d(s>{u)  ,,    ^ 
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et  il  est  facile  de  voir  qu'en  général  on  trouve 

dx^  '  '  ' 

Pour  déterminer  les  coefficients  constants  «2,  «3,  •  •  •>  <^/o 

on  fera  (d(u)=  Uy  u-,  lû ,  .  .  . ,  u^  :  on  aura  alors  pour       ,/^ 

les  valeurs  correspondantes  i^^e^,  2^e^^^  .  .  .,  n^e"^^  ce  qui 
fournit  les  relations  suivantes,  après  la  suppression  du  facteur 
exponentiel  : 

I"  =  I, 

3«=3  -4- 2.3052  +  I  •^•^«a, 


p"=p-^p{p  —i)a,^-^p{p  —  \){p—i)a^-\-..,-^p{p  —  \)...  ap, 


Si  l'on  pose  ctp  = ^^ '  on  a 

^  ^  I .2.3. . . p 

^  ^  1.2  1.2.3  1.2.3.../)         ^ 


la  comparaison  de  cette  formule  avec 
montre  que 


"■  1  1.2 


1.2.3.../» 

On  a  donc  finalement 


dx^'^  '  ^  1.2 

Apo'^ 


çp/'(e^)e/'^  + 


1.2.3.../? 

Si  l'on  fait  x  =  o,  on  voit  que,  si  cp(e-^)  est  développable 
suivant  les  puissances  croissantes  de  Xy  le  coefficient  de  x" 
sera 

I.2.3.../lL'    ^    ^       I  '    ^    ^     1.2  '      '    ^    1.2.../?  J 
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c'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  d'Herschel  que  nous 
voulions  établir. 

Appliquons  les  considérations  précédentes  au  développe- 

ment  de  l  1    ;  en  d  autres  termes,  posons 

nous  aurons  une  nouvelle  expression  des  polynômes  appelés 
cp(m)  au  paragraphe  précédent.  Nous  supposerons  seulement 


m=z  —  I  ;  alors  nous  aurons 


logw 


'^'^^"  u- 

? 

donc 

donc 

lo2r(i  -h  v) 

P            p2 

T(.)=.        ^1^>  =  -1, 

cp"(i)         I 
1.2             3 

on  en  conclut  que  le  coefficient  de  x'^  dans  le  développement 
de  ^_  j  ou  plutôt  que  le  /^i^*'"«  nombre  de  Bernoulli  a  pour 
expression 

Ao«-l--A2o'^ A3o'^4- 

2  3  4 


IX.  —  Interpolation  du  produit  1.2. 3... ^  =  3:-! 
Legendre,  ayant  remarqué  que  l'intégrale  (p.  iSa) 

X  désignant  un  entier  positif  quelconque,  avait  pour  valeur 
1.2.3.  .  .^,  avait  songé  à  interpoler  la  fonction  numérique 
1.2.3.  .  .^  au  moyen  de  l'intégrale  en  question,  et  il  avait 
posé  en  conséquence  ' 

V{x-\-\)=    i     e-H^dt\ 
mais  la  fonction  T(x-{-i)  ainsi  définie  n'a  de  valeurs  que 
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pour  des  valeurs  réelles  et  positives  de  x,  ou  pour  des  valeurs 
imaginaires  de  x  dont  la  partie  réelle  est  positive.  Gauss  est 
parvenu  à  donner  une  solution  plus  satisfaisante  de  la  ques- 
tion qui  nous  occupe. 
Posons 

nous  aurons,  en  intégrant  par  parties, 


dt 


m      x{x  -\-i) 


f 


(m-i){m-i)...i.i        ^^^,^^_j  ^^^ 

ni'"-^x{x  -^  l).  .  .{X  -^  TTl  —  i) 


0 

et,  par  suite, 

m^ .1 .1.3.  .  .  m 


(i)  ■^'^"'^''^^-  x{x-hï){x-^-^)...{x^m)   ■ 

Maintenant  je  dis  que,  pour  m  =  cc^  f(m,  x)  est  égal  àr(^). 
En  effet,  il  est  facile  de  voir  que  ^{x)  =  i .  2.3.  .  .(x  —  i) 
quand  x  est  entier,  et  que/(3o,  x)  est  aussi  égal  à 

1.1.  .  .{x  —  i) 

pour  des  valeurs  entières  de  ^;  en  effet,  on  peut  écrire 

f{m,  x}= — ^ — r — 

^  1 .2.3. .  .{X  -T-  m) 

_  i  .i.?>. .  .(x  —  \)m^ 

~  {m  -^  i){m  -^  i) .  .  .  {m  -T-  x) 

_  1.2.3. .  .  {x  —  i) 

V^  m/ V"^  m)"'y^  m) 

Le  dénominateur  pour  m  =  od  se  réduit  à  i  :  on  a  donc  bien 

/(go,  ^)  =  1 .2.3.  .  .(^  —  i).  Ceci  posé,  on  a 

f{m,  x)  —  r{x)=    f     (i ~\'\^-'^dt—  Ç    e-H^-^dt. 
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Le  second  membre  de  ce  tte  formule  tend  vers  zéro  pour  m  =  oo, 
toutes  les  fois  que  x  est  entier.  Je  dis  qu'il  en  sera  toujours 
de  même.  En  effet  la  différence  des  deux  intégrales  est 


X"*[(-^0'"-H'^-'"'-X' 


e-H^-^dt. 


La  seconde  intégrale  ayant  toujours  pour  limite  zéro,  la  limite 
àe  f[m^  x)  —  r(^)  se  réduit  à 

or  cette  quantité,  étant  nulle  pour  une  valeur  entière  de  x^ 
sera  évidemment  nulle  quand  on  remplacera  t^~^  par  t^~^ , 
a  désignant  un  nombre  moindre  que  ^;  on  a  donc 

(2)  T{x)=\\mf{jn,  x),     pour     (m  — ce). 

On  considérera  donc  dorénavant  r(^)  comme  la  limite 
de/(/n,  x),  ainsi  que  l'a  fait  Gauss. 

Lemme.  —  L^expression  i  H —  -f-  -  h-.  .  .^  —  — loç^m 
'  2        3  m  ^ 

tend  vej's  une  limite  finie  pour  m  =  00;  on  appelle  cette 

limite  la  constante  d^ Euler, 

On  a  en  effet  identiquement 

log;?2  =  log(m  —  i)  H-  log  (  I  H 

donc  (p.  28-) 

log  m  =  log  (m  —  I  ) 


*  *  ^  '  m  —  T  o  /'  m  —  T  ^2  M  111  T  i3 


I  2  (  m  —  I  )-  3  (  /?l I  )^ 

Iog(/?i  —  i)  =  log  (m  —  2) 


m  —  2        2  (  m  —  2  Y        3  (  m  —  2  )- 


en  ajoutant,  on  a 

(a)       Iogm=H h  -4-...+  ^ =+^ 

\         2        3  m  —  1/         2  3 
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en  posant 


44 1 


3» 


(m  -1)2 


{m  — If 


Appelons  ^2,  ^3,  ...  les  limites  de  s[^,  s'.^,  ...  pour  m  =  co; 
il  est  clair  que  la  série 


^2  So 


^3  —  5:5 


2  3  4 

a  ses  termes  décroissants  et  que  sa  valeur  est  moindre  que 
-  (^2  —  5',);  on  peut  la  représenter  par  -  (^o  —  5o),  et  la  for- 
mule  (a)  devient  alors 


logm  =(  1  + 


£2        ^ f  4 

2        3        4 


(^2  —  4)  — 


Or,  si  l'on  fait  /n  =  c/d,  ^o  —  ^'o  tend  vers  zéro,  ainsi  que  —  ?  et 
l'on  en  conclut 


(i>) 


1  *2 


Le  second  membre  de  cette  formule  est  extrêmement  peu  con- 
vergent et  ne  saurait  servir  au  calcul  de  la  constante  d'Euler, 
mais  il  nous  suffit  pour  le  moment  de  savoir  que  cette  constante 
existe.  Toutefois,  on  peut  rendre  cette  série  convergente  parle 
procédé  d'Euler,  que  nous  allons  exposer.  Legendre  a  donné 
une  Table  des  sommes  5  dans  ses  Exercices  de  Calcul  inté- 
gral; en  voici  un  extrait  :  on  les  calcule  par  la  formule  du  §  2. 


5i  ==oc 

^2  =  I  ,6449341 
5,3  =  I  ,2020569 
54  =  I  ,0828232 
^3  =  I  ,0369278 
^6  =  I  ,0173431 

s-i  =  1 ,0083493 


59  =  I  , 0020084 

Sio  =  1,0009946 

^11  =:  I  ,0004942 
S12  ~  I  ,0002461 
^j3  =  I  ,0001227 
5i4  ==  1  ,0000612 

5i5  —  I  ,oooo3o5 
SiQ  —  1 ,00001 52 


^17  =  1 ,000.076 
^18  =  1  ,ooooo38 

^19  =:=  T  ,0000019 
^20  =  I  ,0000010 

521—1  ,oooooo5 

*22  =  I  ,0000002 
^23  —  I  ,0000001 


const.  d'Euler  =  0,5772157  =  G. 
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X.  —  Sur  une  formule  d'Euler  destinée  à  augmenter 
la  convergence  des  séries. 

Nous  allons  maintenant  faire  connaître  la  formule  d'Euler 
dont  il  a  été  question  tout  à  l'heure. 
Soit 

(i)  f{x)=  uqX  —  u^x^-^  u^ix"^ —  u^x^  -^. . .  ; 

Uq,  Wi,  ...  désignant  des  quantités  indépendantes  de  œ,  si 


l'on  remplace  x  par     -^     ou  pary  +  JK^  -f-  JK^ 


on  trouve 


—  Ui 


jK2-f-  Uo 
—  2  Wi 
-t-      U2 


yé 


+       Mo 

—  3  iii 

+  3  W2 

—  Wa 


y' 


c'est-à-dire 

/(  ^  )  =  JK  Mo  —  JK2  A  Wo -f- JK^  A2  ir^o  —  7*  A3  Mo -^  .  . 

et,  en  remplaçante^  par  sa  valeur  — —  ? 

1  —T~  X 


/(^)=   Mo 


Amo 


A2Mo 


si  l'on  compare  cette  formule  à  (i)  et  si  l'on  fait  ^  =  i ,  on  a 

(2)  Mo—  MiH-  M2—  M3-H.  .  .=   2  Mo  — {- AMo-|-{  A^Mo— 

Nos  raisonnements  supposent  la  série  (1)  convergente  pour 
^  =  I  ;  en  général,  le  second  membre  de  la  formule  (2)  est 
bien  plus  convergent  que  le  premier  (l'expérience  le  prouve). 
Voici  maintenant  une  forme  curieuse  que  l'on  peut  donner 
au  théorème  qui  se  trouve  compris  dans  la  formule  (2). 
Cette  formule  peut  s'écrire 

Ml  —  M2  -l-  M3 .  .  .  =  1^  Ml J  AMi  -h  {-  A2  Wi  — ... 

ou  encore 

Mo  —  Ml  H-  M2  —  M3  H-  ...  —  Mo  —  I  Ml  H-  J  AMi  —  8  A2  Ml  -f- 


I 
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Posons 

Faisons  les  moyennes  M,  5o,  M,5,,M,^2,  •  •  •  des  deux  termes 
consécutifs  de  la  suite  ^o,  5,,  a^o,  .  .  . ,  nous  aurons 

Ml  ^2  =  Wo U[-{-  U^  —  I  ï^3,  ...  ; 

faisons  les  moyennes  Mo^o,  Mo^,,  .  .  .  des  termes  consécutifs 
de  cette  nouvelle  suite,  nous  aurons 

M2So=Uq  —  l  Ui-{-  l  ^,lli, 

"  M^Si  =  Uo— l  al-J^lli  —  i  ^U2,         .... 

puis 

M3  ^0  =  i«o  —  2  Ui  —  \  AMi  —  I  A2  Wi ,  

Il  est  facile  de  calculer  l'erreur  commise  en  prenant  pour 
valeur  de  la  série  M^^o;  il  suffît  pour  cela  d'écrire  les  restes 

des  développements  de  — ■^-,  (—■—)"'  •••'  quand  dans  (i), 

à  la  place  de  x,  on  met  — •^;  mais  dans  les  applications  de  la 

formule  d'Euler  les  A"?^,  vont  le  plus  souvent  en  décroissant 
et  sont  positifs. 

On  arrive  ainsi  à  ce  résultat  paradoxal  que,  pour  calculer 

-  au  moyen  de  la  série   i— -  +  ^ h.--^il  suffit  d'un 

4  3        0        7  ■  . 

très  petit  nombre  de  termes  pour  obtenir  une  grande  approxi- 
mation, parce  que  A"w,  tendrapidement  vers  zéro.  Dix  termes 
donnent  7:  avec  sept  décimales. 


XI.  —  Propriétés  de  la  fonction  T. 

Autrefois  on  déduisait  volontiers  les  propriétés  de  la  fonc- 
tion r  de  la  formule  ^ 


f. 
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mais,  cette  formule  ayant  l'Inconvénient  d'être  illusoire  pour 
les  valeurs  négatives  de  x^  il  vaut  mieux  adopter  la  définition 
donnée  par  Gauss,  à  savoir  (p.  438) 

r(^)  =  lim/(/n,  ^),  (/?z  =  oc). 

Si,  dans  cette  formule,  on  remp]ace/'(m,  ^)  par  sa  valeur  (i)^ 
on  a  . 

,„.  T-/    N      1-  m^.  1.2.3.4. ..  w 

(3)  r(;r)  =  lim 


x{x  -+-  i){x  -^  1). .  .{X  -^  ni) 


Théorème  P''.  —  La  fonction  ^ {x)  est  toujours  finie 
quand  x  est  fini  et  n'est  pas  un  entier  nul  ou  négatif;  elle 
est  d'ailleurs  monodronie  et  mono  gène . 

En  effet,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de 
la  formule  (t),  on  a 

log/(m,  x)  =  X  logm  —  log^  —  log(  iH — -\ 

-log(,+  ^)--..._log(,  +  |), 

ce  que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit,  en  supposant  le  module 
de  X  moindre  que  l'unité, 

\ogf{m  -\-x)  =  x\ogm  —  \ogx  —  x  -^ ^-  +•  •  • 

X 


Si  l'on  pose  alors 


2V27  "3^/   '^■" 
X         I   / x\^        I  / x\^ 


2^ 

r 
3^ 

''r='+~r,+ 

I 

3ï 

I 

m2 


la  formule  précédente  donnera 

Jog/(m,  x)  =  xnosm  —  i—^  —  ^—...—  ^^j 


^(/n)                 g[/ii)  g{/n) 

—  \02X  H '^—  X'^ V-  ^^  -+'  -T-  ^'* 

1  6  4 
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En  observant  alors  que,  pour  m  =  go,  le  premier  terme  du 
second  membre  de  cette  formule  n'est  autre  chose  que  la 
constante  d'Euler  multipliée  par  —  x^  on  a,  en  passant  aux 
limites, 

(5)     Iogr(a7)  =  —  G  07  —  loga7-4-  -  52^2  _      s^x^-^  -  Si^x'*  —  ..., 

S2,  Ss,  ...  désignant  les  valeurs  des  séries  convergentes  dans 
lesquelles  se  changent  s^,  s"%  .  .  .  pour  m  =  oo.  En  repassant 
des  logarithmes  aux  nombres,  il  vient 

et  cette  formule  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  du  mo- 
dule de  X  inférieur  à  l'unité,  la  fonction  r(^)  est  finie,  con- 
tinue, monodrome  et  monogène  pour  toutes  les  valeurs  du 
module  de  x  moindres  que  l'unité,  excepté  pour  x  =  o. 

Pour  démontrer  la  même  proposition  relativement  aux 
autres  valeurs  de  x,  par  exemple  pour  un  module  de  x 
moindre  que  2,  on  suivra  le  même  procédé,  c'est-à-dire  que 

dans  la  formule  (4)  on   ne   développera  plus  log 

et  les  logarithmes  suivants;  et  l'on  arrivera 


'  +  f 


aux  mêmes  conclusions,  etc. 

T'  (  x) 
Théouîîme  II.  —  La  dérivée  -~j—.  a  pour  valeur,  en  vertu 

de  (5), 

— - — -   =  —  G  H V-  S-iX  —  S-iX^- -^  S!,X^ — 

T{x)  X 

Théorème  III.   —  On  a  V{x  +  1)^  ^r(^). 

Ce  dont  on  s'assure  en  calculant  par  la  formule  (3)  le  rap- 

,  V{x-^i) 
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Théorème  IV.  —  On  a  r(^)r(i  —  x)  —    .  '^     - 

En  effet,  en  remplaçant  x  par  i  —  x  dans  la  formule  (3)  et 
en  la  multipliant  par  la  formule  ainsi  obtenue,  on  a 

r(^)r(i  — ^)  =  iim 


H-t)-(-;^) 


ou 

Si  l'on    se   rappelle   le   développement  de  sin^  en  pro- 
duit (p.  820),  on  reconnaît  sans  peine  que  le  dénominateur 

dans  le  second  membre  est ;  on  a  donc 

r(^)r(i  ~-x)=  ^— ; 


si  l'on  fait  ^  =  --,  on  trouve 


On  a,  par  suite,  en  vertu  de  la  propriété  T(x  -\~  i)  =  xT{._ 


r 

'2 


THÉORiiME  V.  —  O/i  a 
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En  effet,  le  carré  du  premier  membre  est 
c'est-à-dire,  en  vertu  du  théorème  IV, 


.      71      .      '^.71  .       /  I 

sin-  sin .  •  sin     I  —  -  )  71 

n         n  \  n 

or  on  a 


;j  k'KsI —  \  ÂTTy/— 1 


Sin— Sin ••sin'  -  -  -  & 


n         n  n 


1  sj — I 

——-\Y-e       n        Je  n      ^ 


mais 

2A-7r/^ 


X^   —  I 


W\x~e     «     7=    '_      =a7«-i  +  ^^-2  +  ...H-a^4-i; 
pour  ^  =  I  cette  quantité  se  réduit  à  n  et  l'on  a 

sin-  sin^ sin .7r  =  (_i)  2    g    «      2     ^      —  _L1_. 

Le  carré  du  produit  cherché  est  donc  ~ — "^—^  et  le  produit 

n-\ 

lui-même  est  (2-)  ^    -— •  c.   q.   f.   n. 

Théorème  VI.  —  La  formule  suivante  est  donnée  par 
Legendre  dans  ses  Exercices  de  Calcul  intégral  : 

Pour  démontrer  la  formule  (i),  on  part  de  la  formule  de 
Gauss 

/•/           .                    m\  in^ 
j(m,  x)= , 
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et  l'on  a 


f{m,  x)flm,  x^j)..,f(m,  x -^  ^^—^j 


n-  1 


x\  X  -\ \ix-^—]...{x-^in-\ 

nj\  n  /         \  n 


f{mn,  nx) 


nx{nx  -}-  i) .  . .  {nx  -+-  mn) 
divisant  ces  formules  membre  à  membre,  il  vient 

/(m,  x)f(^m,  x-i-  ^j  ...f(m,  x -^  ^-~^) 
f{mn,  nx)n-"^ 

n-  1 

{nx  -r-  nin  -\-  i) . . .  {nx  -^  mn  -^  n  —  i)' 
si  alors  on  fait  m  =  co,  on  trouve 

T{x)t(x+-]...t(x-^''—^)  ,     ,,       ^ 


r{nx)n-'t^  {mny^~i 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  donc  indépendant 
de  x;  on  peut  alors  l'évaluer  en  faisant  x  ==  i,  ce  qui  donne 
(théorème  III) 

r{n)n-'^  \nj     \nj  \     n     ) 

ou,  d'après  ce  que  l'on  a  vu  (théorème  V), 

n-  1      _\ 
(271)     2      ^2. 

on  a  donc 


I  \         .,  /  n  —  T 


T{x)Y[x-\--\  ..,Yix-\ --\  =  T{nx){iiz)    2    n-^x-^^^^ 

c.    q.    F.    D. 


n-  1 
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La  formule  r(^)r(i  —  ^)=  -. est  an  cas  particulier 

d'une  formule  plus  générale  et  que  nous  allons  faire  connaître. 
On  a 

■^        '  iP(i -h^)('2 -i-;r)(3  H- a?)  . .  .  (mn-a?) 

ou 

f{m,  x)  = 
donc 


X  \                 X  \             /              X 
:r(   H-  -   1  (  1+  -      ..  .      IH 

2  /         V  m 


K'-^)('-f)-(-^) 


Soit  a  =  cos—  +  y/ —  i  sin —  ,  on  aura  a'^  =  i  ;  en  rempla- 
çant successivement  x  par  a.x,  cfrx^  ...  a"~^^  dans  cette  for- 
mule, et  en  faisant  les  produits  des  résultats  obtenus,  on 
trouvera 

f{ni^  — x)f{m.  — ix) .  .  .  f( ?n,  — 7.'^-^x) 


-^'^(-•)'Hi-^'0(i-f^^)...(i-,^) 
en  faisant  m  =  co,  on  a 

T{—x)T{—'xx)...T{—'x'^-'^x]  ""' 


par  suite  : 

Théorème  VII.   —  On  a 

-('-p;)('-^)-  =  [-r(-'^-)r(-a '^5)...r(-o"'-v^)J-'- 

On  en  déduit  de  nouvelles  formules  par  la  différentiation 
logarithmique. 

L.  —  Traité  cV Analyse,  III.  29 
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XII.  —  Propriétés  de  la  fonction  \ogT(a;)  et  de  ses  dérivées. 
Posons  toujours 


r           r           I 

.  .-i- 

I 

I           r           T 

.   .  -T- 

T 

nous  avons  trouvé  au  paragraphe  antéprécédent,  formule  (5)^ 

.9«)  X^  S-i  X^ 

(5)  \o^V{x)= —  Cx  —  \o^x-\-  — h..., 

G  désignant  la  constante  d'Euler.  Ajoutons  log^  aux  deux 
membres  et  observons  que 

V{x-{-i)^xT{x) 
et,  par  suite,  que 

logr(^  +  i)  =  logr(a:)  +  log^; 
nous  aurons 


(6)  l0gr(^  +l)=  —Cx-\ ^2^-—   itS^X^-^...\ 

ainsi  la  fonction  logr(.3;4-i)  peut  être  développée  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  x. 

Difterentions  maintenant  la  formule  (5),  nous  trouverons 

^, ■=  —  G h  ^9  37  —  ^3  372  -h  54^73  —  ...  ; 

ax  X 

en  différentiant  encore,  nous  aurons 
dnoQ:V(x)        T  _ 

; =    --  4-  ^9  —  2  ^3  37  -4-  3  ^4  372  —  .  ,  . 

dx'^  372 

T  I  T  I 

37^  ^2  3-  4 

•IX  2.r  2  37  IX 

3.^2        3:^2        3:r2        3372 

i         2*         3*         4* 
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OU,  en  groupant  les  termes  d'une  même  colonne  verticale, 

si  l'on  intègre  à  partir  de  ^  =:  i,  on  a,  en  observant  que,  en 
vertu  de  (6),  la  dérivée  de  logr(i)  est  —  G, 


dx  V  ^  /       V  2        it-  -h  I 


ou 


/  d\o^T(x)  _  X  —  I  ^  —  I  37  —  I 


(7) 


dx  v.x           2(37  +  1)       3(37-1- 2) 

J           <^2l0gr(37)  _  I                         1                               I                                I 

7          dô^-      ~  ^  "^  ("^^7)2  "^  (37  +  2)2  "  (37  +  372 

T           63?3l0gr(37)  _  III                                I 

1.2                 «^373             ^  37^            (37  +  ])3     '     (37  +  2)3          (^x-\-'lf 

ï           «i'^  l0£fr(37)  III                                I 

—  '  +7 77  -^ 


1.2.3  <i37*  37^  (37  +ï)*  (37  +  2)^^  (37  +  3)^ 


La  première  formule  est  plus  élégante  quand  on  y  remplace  x 
par  .r  -4-  I  ;  alors  elle  devient 

/  dXo^Yjx-^  I) 

\  dx 

(8)     <  ^  ^ 


1.(37  +  1)  2.(37  +  2)  3.(37+3)  J 

Ces  formules  ne  sont  démontrées  que  pour  les  valeurs  de  x 
moindres  que  l'unité  ou  dont  le  module  est  moindre  que  un  ; 
mais  la  formule 

dno^j^V{x)         1  I  I 


C^372  372  (^x-^\f  {x-\-lY      '    '" 

dont  on  les  déduit  peut  se  vérifier  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
En  effet,  si  l'on  ajoute  aux  deux  membres 

d^\o^T(x-^i)  __  d^\oç^V(x)  I 

6/372  dx'  37-  ' 
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on  aura 

ce  qui  montre  que  l'on  peut  ajouter  l'unité  à  la  variable,  sans 
que  les  formules  (7)  cessent  d'cLre  exactes.  Pour  étendre  ces 
formules  au  cas  où  ^  a  une  valeur  imaginaire  quelconque,  on 
peut  observer  que  les  deux  membres  sont  monodromes  et 
monogènes  et  qu'étant  égaux  tout  le  long  de  l'axe  des  x,  ils 
doivent  être  toujours  égaux. 

Les  fonctions  F  permettent  d'interpoler  les  fonctions 

ei(;r-4-i)=:i  + 

62(37  -m)  =:  H- 

ainsi  l'on  a 


T               I 

T 

.  .H 

X 

I                    I 

J 

~iP-~"  V-  ^' 

.  .H : 

X- 

r/^2 

I      r/"logr(a7 -Hi) 
1.2  dx" 

1.2,3  dx'* 


Les  mêmes  formules  ne  permettent  pas  d'interpoler  9i  (^  +  i  )  ; 
mais  on  peut  y  arriver  en  observant  que,  si  l'on  veut  avoir 
pour  8^  i^x  +  i)  une  fonction  continue,  on  aura 

^,{x  +  i)~^,{x)=         i, 

Si  l'on  suppose  B'(oo)=  o,  on  pourra  écrire 

O'i  (.r-i-  2)—  6',  (57  +  1)  =  — 

e;  (.^-f-3)  — o'i(^  +  2)  =  — 


{x  -^  \Y 

I 


{x^if 
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et,  par  suite, 

^i(-^)=  ^-^  (^  +  ,)2  +  r^  +  .^)2  -^"- 

ou 


donc 


i;(^) 


(^)  = 


d.v^ 


d\oQT{.T) 


dx 


k  désignant  une  constante,  si  l'on  fait  ^  =  2,  on  a ^i{x)  =  1 , 
^\d\o^Y{x)'\         ^^ 

L  dx  J  r  =  2  ^ 

ou,  en  vertu  de  (8), 
donc 

k  =  l  52  -r-  G 

et,  par  suite, 

XIII.  —  Décomposition  de  Y{x)  en  facteurs  primaires. 


Reprenons  la  formule  (8)  du  paragraphe  précédent  : 

d\o^T(x  -\-^)  ^  [        I 


h 


dx  |i(^-!-i)       lix-ho.)       3(374-3) 


changeons-la  dans  la  suivante 


d\o<^T(x  -f-  i)  _       ^        fi  I 


dx  \i        X  -h  J 


\i        X  -T-  1/  \n        X  ->r  n^ 

en  intégrant  entre  les  limites  o  et  x,  on  a 

logr(^  +  i)--G:r  +  [^-log(a;-M)]4-["-^-log(i+'^)] 
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OU  bien 


ou  bien  encore 


r(.r  H-i)  =  e- 

14-  - 
2 


'        =  ec^nf  i_|- i!:  )e 


r(^  +  i) 


_      Cr_S.x^-^^.3X-... 

r(^  +  i) 

L             I    \2                       3 

1                      6 

La  fonction  —^ est  donc  monodrome  et  monogène  dans 

1(^-^1) 

toute  l'étendue  du  plan  et  le  point  à  l'infini  est  un  point 
essentiel.  On  obtient  le  développement  delà  fonction  j..    _^ 
suivant  les  puissances  de  x  en  observant  que 


] 


XIV.  —  Formules  de  Stirling  et  de  Gudermann. 
Si  l'on  considère  l'expression 
(i)  J         \osT{z)dz  =  u, 

on  trouve 

^  =  logr(^  4-  T)-  logr(:r)  =  log^; 

donc,  en  désignant  par  G  une  constante  à  déterminer, 

u  ~  I  [oQxdx  -\-  G 
ou  bien 

(2)  u  =  xlogx  —  X  ■+- C. 
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Pour  déterminer  la  constante  G,  nous  ferons  ^  =  o  :  nous 
aurons  alors 

:  f  \o^T{z)dz  =  G; 


U 


changeant  ^  en  i  —  s,  il  viendra 

f  \o^V{i  —  z)dz  =  G 
et,  en  ajoutant, 

f  \oz[T{z)V{i  —  z)'\dz^'iQ 

»   0 

et,  par  suite, 

C=    f  io^-^^^  dz=    f  \o^r.dz—  /     logsinTr^*^^ 


2L.  = 

ou 


(3) 


G  =  -|log7r  —  Y   /     logsimzz  dz. 


Pour  évaluer  l'intégrale  qui  figure  dans  G,  nous  la  mettrons 
sous  la  forme 

..     I  /.        .    '^       ,        •   ^"^  1        .   n  —  i     \ 

lim-  (  loirsin-  -H  log  sin h..  .-V  log  sin — -~-  tt  1 

n\    "^        n  "^         n  ^        / 

lim-  log 


1^        \  2/— I  2/— 1 

lim 


mais,  en  général  \x  —  e       "    )  .  .\x  —  e     "  /est  égal 

à  '^'^  ~  '  ,  et  pour  ^  =  i  cette  expression  devient  égale  à  n. 
JNotre  intégrale  peut  donc  s'écrire 


lim-  log- 


2«-l(_i) 
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—  /^  -  n 

or  e^        =z  (  —  i)2;  il  reste  donc  à  trouver  la  limite  de  -log-^— | 

oude-log/z  —  -log2""^  :  le  premier  terme  est  nul,  le  second 

peut  s'écrire  —  '^-  log2,  sa  limite  est  —  log2,  et  par  suite 
la  formule  (3)  donne 

G  =  |-log7r4--|log2  =  Y^og^'^; 
la  formule  (2)  devient  alors 

..r+l 

(4)  /  logr(a7)<i^  =  ;r  log^  —  a7  +  |log2  7r; 

c'est  une  formule  remarquable  en  elle-même  et  que  nous 
allons  utiliser. 

Dans   la   formule    d'Euler  (p.  420)  prenons  7?2  =  i ,    elle 
devient 

^-[/(^) +/(«)]=  r/(o^^+Ai[/'(^)-/'(«)]/^^+.-.. 

Soient  6  =  a  +  I ,  A  =  i  et  /(^)  =  logr ( jc)  ;  nous  aurons 

iogr(0^^  +  A.|^^iogr(^>)-^iogr(a)J  +  ... 

ou,  en  vertu  de  (4)  et  en  remplaçant  T (a  +  i)  par  ar(a) 

OU  bien 

Al       A3    , 


logr(a)=  (a— ^jloga  — a-f-  ^1 


0^2  71-1- 


telle  est  la  formule  de  Stirling,  qui  doit  être  complétée  par  un 
reste  dont  l'expression  a  été  donnée  (p.  421).  En  observant 
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que  A  =  —  et  en  écrivant  le  reste  après  ce  terme,  on  voit  qut? 

ce  reste  est  moindre  que    ,1  en  valeur  absolue  ;  si  a  est  errand 

on  peut  évidemment  le  représenter  par et  £  sera  moindre 

que  un  :  on  a  donc 


logr(a)  —  [a  —  --  )  loga  —  a  -i —  log^ir 


Il  2  12a 

Si  a  =  100,  l'erreur  commise  en  négligeant  le  dernier  terme 

sera  moindre  que -^ — ;  par  suite  presque  négligeable,  surtout 

si  l'on  observe  c|ue  r(a)  est  égal  à  i  .2.3.  .  .  99,  on  tire  de 
la  formule  de  Stirling 

1  1  — E 

r(a)  =:  a""2g-a  ^^  glaTT. 
il  en  résulte  cette  formule 

et,  pour  a  =  3C, 

lim — ^ — =  I. 


a / 

En  partant  de  là,  on  peut,  comme  l'a  fait  voir  Serret,  démon- 
trer une  formule  analogue  à  celle  de  Stirling,  mais  conver- 
gente, due  à  Gudermann. 

Pour  a  entier,  on  a 

1 

n  —  -  I 


i.'2.3...(a  —  i) 
et,  en  multipliant  en  haut  et  en  bas  par  «, 

hm ^-— =  I. 

1 .2.3.4- .  .  «^ 

Désignons  par  cp(a)  la  quantité 

,    ,        <2«v/27rae-«  ,     ^       a'^J'iizac- 

^{a)= ■         ou         o(a' 


1 . 2 . 3 ...  a  '^    '  r  (  «  +  I  ) 
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on  aura 

logcp(a)  — logcp(a -+- i) 

=  -alog(,+  l)-llog(,+  -i)H-,, 

\ogo(a-+- 1)—  logcp(a  -+-  'i) 

=  —  (an-  i)log(  iH ^- —  ) log(  iH ï — )  +  I, 

Ajoutons,  en  observant  que  log  o  [x)  tend  vers  zéro  pour  ^  =  oc 
nous  trouverons 


0 
n 

0 

développant  les  logarithmes,  on  a 

n  n 

logcp(a)-logcp(a-^7Z)=iy  — ^—       _  1  V  _L_ 

•1  Mai  a-{-  n  1  Amà  a-x-  n 

0  0 

n  n 

et,  pour  n  :=  yz^ 


0  0 


logcp(a) = -  -  y î +   ±   ^-'   y '_ __  - 

d'où  l'on  tire  la  formule  de  Gudermann 

logr (a  --!)-./«  -i-  M  loga  -  a  -H  -^  log^Tr 

+  -iy— 1— +     _H_^-ZLL_y L___u 

0  0 
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XV.  —  Formes  diverses  de  la  fonction  r. 
Considérons  l'intégrale 

/e-^""  dz  ; 

si  l'on  j  fait  ^-^  =  a  ou  z  =  a"',  on  a 

doL    ^~'^ 
dz  —  —  a 

et 

ainsi  l'on  a 

Cette  formule  permet  de  calculer  la  valeur  d'une  intégrale 
définie  que  nous  avons  déjà  rencontrée.  Faisons  en  effet 
^  =  2  ;  nous  aurons 

d'où 

Si,  dans  la  formule 

^   00 

T{x)=    /      e--z^-^dz, 

on  fait  —  3  =  loga,  on  a 

dot. 

dz  = 

a 

et 


l\x)=^J   {\o<. 


dx. 


460  CHAPITRE    X. 

Cette  forme  a  été  souvent  employée  par  Legendre. 

On  a 

d-'-'^e^  _  T  r     e-dz      ^ 

i.'2.3.  .  .{n  —  i)dx''-^  ~~  r^^^^H^J   {z  —  x)'^' 

si  l'on  fait  alors  ^  =  o,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs  entières 
et  positives  de  n, 

T       _  I  re-dz 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  cercle  quelconque  décrit 
de  l'origine  comme  centre.  Maintenant  laissons  le  contour 
d'intégration  indéterminé  et  supposons  n  quelconque,  enfin 

employons    la   notation  — —    pour    représenter   le    second 

membre  de  (i);  si  Ji  est  entier,  V ^{iï)=:zT{ii).  En  intégrant (i) 
par  parties,  on  a  < 

I  \         V  e-  re-dzl 

si  la  partie  intégrée  —  disparaissait,  on  aurait 

.y  T  _  I  ^ 

la  fonction  r<  jouirait  des  propriétés  de  la  fonction  T;  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  suffît  que  l'origine  du  contour  d'intégra- 
tion soit  à  l'infini  dans  la  direction  des  ^  négatifs. 

Prenons  alors  pour  contour  d'iutégration  :  i°  l'axe  des  x 
négatifs  depuis  le  point  —  co  jusqu'au  point  —  s  infiniment 
voisin  de  l'origine;  2"  un  cercle  de  rayon  £  déduit  de  l'origine 
comme  centre  ;  3«  l'axe  des  œ  négatifs  depuis  —  £  jusqu'à  —  00, 
nous  aurons,  au  lieu  de  (i), 


^\/— '  ^    r    "-  e'-dz        fe-dz         r-""  e~-dz 


-2/?7lv'- 


la  seconde  intégrale  est  prise  le  long  du  cercle  de  rayon  s  : 
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elle  est  nulle  si  l'on  suppose  o  <^  ;i  <<  i  ;  la  dernière  a  été  mul- 
tipliée par  e"-"^^"*,  parce  que,  z  effectuant  une  révolution 
dans  le  sens  positif  autour  de  l'origine,  z"^  est  multiplié 
par  e-"'^^'^.  Supposons  o<^/z<^i,  la  formule  précédente 
devient 

ou,  changeant  ^  en  —  ^, 

OU,  divisant  par  sir  y/—  i , 


_  e-^dz  sinAi7 

c'est-à-dire 


Or  on  a  (p.  44^) 


sinnir 

=  1(1  — ^)——-' 


r(^) 


Sin/ITT 

=  T{\  —  n) 


donc  ^^(/^)  =:  r(/2)  quand  il  est  compris  entre  o  et  i.  Mais 
la  formule  (2)  donne 

donc  V^[ti-\-i)  est  égal  àr(/iH-i),  ^^(7^+2)  est  égal  à 
r(/z  H-  2),  ...  ;  donc  enfin  T^(^n)=^  ^{^'^)^  qnel  que  soit  ai, 
et  par  suite  on  a 


r(^)        27ri/— iJ 


l'intégrale   étant   prise   le   long    du   contour  défini    comme 
nous  l'avons  fait  plus  haut,  ou  de  tout  autre  contour  équiva- 
lent. Ce  résultat  a  été  obtenu  par  M.  Heine. 
On  a 

r(^)=  f  c--z^-^dz\ 
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on  en  déduit,  en  difl'éren liant, 


(3) 

T'ix)-- 

-£'- 

z  ^x- 

^\o^zdz\ 

or  on  a 

I 

z 

=X"'- 

'-tdt, 

logz 

-£•■'■ 

-t 

,-.,i', 

(3)  devient  alors 

r'(x)^ 

*yo      f^o 

zx-\i^e-t 

—  e- 

-t)  —  dz 

=    n  ^L~t   C  e--z^-Ulz—  f"  e~-^^+^^z^-^dz\ 
OLi  bien 


r' 


Cette  formule  prend  une  forme  plus  élégante,  en  considérant 
l'intégrale  qui  y  entre  comme  la  limite  de 


logil+R) 


pour  R  =  co  ;  et  la  seconde  intégrale,  en  changeant  i  + 1'  en 
e^,  devient 

;  X 

on  peut  donc  écrire 

r'(.r) 


e-t^dt 
I  —  e-t  ' 


r(^) 


=  liiii 


X(? 


dt 


L'intégrale  singulière  qui  figure  dans  cette  formule  est  nulle  : 
donc 

l(^,'       Jo      V   «  i  —  e-'J 
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En  intégrant  par  rapport  à  x  depuis  ^  =  t  ,  on  a 


XVI.  —  Discussion  de  la  courbe  y  ==  V{x). 

Pour  ^  =  o,  —  1 ,  —  2,  .  .  . ,  r(^)  est  infini  ;  pour  x  :=  i 
j;  =  2,  3,  .  .  .  ,  r(^)  est  égal  à  i ,  2,  i .  2,  i  .  2 . 3,  .  .  .  ;  on  a 


dx 


'.)         ii.(a^-4-3) 


-} 


En  annulant  le  premier  membre  de  cette  équation,  on  aura 
une  équation  transcendante  pour  calculer  les  maxima  et  les 
minima  de  la  fonction  T(x  H-  1);  cette  équation  sera 


Ily  aévidemmentunminimumentreoet  -f-oc;  car,  pour  x  =  o 
comme  pour  ^  =  cc,  T(x)  est  infini;  je   dis   qu^il   n'y  en  a 

Fig.  24. 


qu'un  seul;  en  effet  ^ — ^^—^  est  toujours  positif.  Or,  pour 

X  =  1  et  X  =  1,  T(x)  prend  des  valeurs  égales  à  un  :  le  mi- 
nimum de  r(^),  pour  des  valeurs  positives  de  x,  est  donc 
compris  entre  i  et  2^  on  trouve  pour  ce  minimum 

œ  —  1 ,46iG32i ...  : 

T{x )=  o,8856o32. . ., 

l'équation  r(^ -+-  i)=^xT(x)  permet  de  construire  la  courbe 
y  ==  T(x)  pour  des  valeurs  négatives  de  x,  courbe  qui  a  à  peu 
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près  la  forme  de  \difig.  24-  Je  dis  à  peu  près,  parce  que  les 
distances  relatives  des  diverses  branches  à  l'axe  des  x  n'ont 
pas  pu  être  conservées. 

XVII.  —  Analogie  des  puissances  et  des  factorielles. 

Kramp  et  A.rbogast  ont  donné  le  nom  de  factorielles  aux 
produits  de  facteurs  en  progression  arithmétique,  tels  que 

ai  a -^  r){a -^  ir).  .  .\a -\- n  —  i.r); 

ils  désignent  ce  produit  par  la  notation 

a"''-. 
Il  est  clair  que  l'on  a 

««/'■=!  a"^-i  (  i-T-  -  )  •  •  •  (  : 
=  a«  — ^ - 

'% 

et  les  factorielles  se  trouvent  interpolées  par  les  fonctions  F. 
Vandermonde  a  donné  une  formule  analogue  à  celle  du  bi- 
nôme ;  la  voici  : 

I  l.-J.  .  .  •  , 

elle  est  facile  à  vérifier  si  n  est  entier,  et  elle  revient  à  la 
suivante  : 


7  X         X      a 


a-\-  b 


r{n-\  1 

a  /         n 
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La  manière  la  plus  simple    de  démontrer  la  formule  de 
Vandermonde  consiste  àdifférentier  n  fois  de  suite  l'identité 

xa^-b  —  ^a^b-^ 

la  formule  de  Leibnitz  donne 

{a-^b){a-^  b — i)...{a-\-b  —  n -+- 1) 

=  a(<2  — i)...(a  — /z  +  i)h a{a  —  i)...{a  —  n-\-i)b-^-..., 

et  en  changeant  a  en et  6  en ?  on  a  la  formule  de 

Vandermonde. 

On  peut  généraliser  cette  formule  en  différentiant  n  fois 
de  suite  Tidentité 

on  a  alors 

(«  -H  è  H-  c. .  .)«^''  =  y,     ,rj!\ a^i'-b?i''cyi'\  . . . 

Jmi  a!  fi!  yl.  .  . 


XVIII.   -  Développement  de  — ^^,   ^^   en  factorielles. 

ctcv 

Reprenons  la  formule  d'interpolation  de  Newton 

/(X;=./(.)H-  ^  ^^...+  (^:£):,^-ZfL=;Z^ /•„.,(.). 
1         à  1.2.3. ..  (n-hi)  '        ^^^ 

Posons  h  =:  I  etf(œ)  =  — ^|Ii^,  on  aura 
^logr(a7^i)      dlogT(x)  _  .  ._  2 

d{x-+-i)  dx  -^  ~  x' 


37  +  1  X  x(x-i-j) 

A3/=. , :zJ i ^ ^  ^-^ 

{x-^l){x-{~2.)  X{X-^I)  x{x^l){x-\-'l) 


AV 


—  I  .2.3 


x{x-^i){x-i-'i){x-h  3)' 
L.  —  Traite  d'Analyse,  II [.  3^ 
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il  en  résulte 

d\o^T(X) 

d\ogT{x) 
dx 

X- 

X 

(X 

-^)(X- 

-^-i)    , 

dX 

X 

ix{x  -^ 

-,) 

Quant  au  reste,  il  tend  vers  zéro    car  ladérivée  n' 

dx 

oc) 

est  de  la  forme  ^  --    ' 

quand  X  - 

-  X 

est  moi: 

udre  que  x\ 

si 

l'on  fait  X- 

-X  =  a,  X 

=  X  ' 

'Va, 

on 

a 

^logr(^+a) 

d\oi^T(x) 

a 

a{a 

-I 

)     _     a(a 

—  i)(a  —  2) 

> 

en  divisant  par  a  et  en  faisant  «2  =  o,  il  vient 
^2logr(a?)  _    I    ,  I i.^ 


dx"^  X    '    2^7(^-1-1)        Zx{^x-^\){^x  -\--i) 


XIX.  —  Calcul  de  la  constante  d'Euler. 

Nous  avons  indiqué  plus  haut  le  moyen  de  calculer  la  con- 
stante d'Euler;  mais,  comme  cette  constante  joue  dans  la 
théorie  des  fonctions  T  un  rôle  analogue  à  celui  que  la  con- 
stante 7:  joue  dans  la  théorie  des  fonctions  circulaires,  il  ne 
sera  pas  mauvais  d'indiquer  plusieurs  méthodes  pour  le  calcul 
de  cette  constante. 

Première  méthode.  —  En  intégrant  la  formule  qui  donne 

d\o%Y{x^ 


dx 


}  on  a 


\ogT{x)r=-Cx-i-[x  —  \os{i^x)]-h-  ^^-\oq(^i-\-  ^jj 
en  faisant  ^  --  i ,  on  a 

o  r=  — G^-(i  — loga)-^  (i  -  l0£ 
d'oià  l'on  tire 


3 


INTERPOLATION  DES  FONCTIONS  NUMÉRIQUES.     4^7 

Deuxième  méthode.  —  On  peut  partir  de  la  formule 

logr(a7)  —  —  log^  —  QxX  -f  ^2 6^3  —  H-  . . .; 

en  changeant  :r  en  i  —  .3;,  on  a 

logr(i  —  x')  :=  —  log(i  -  -a?)  — G(i  —  x)-^s=>_  ■ '- -. . .; 

en  ajoutant,  il  vient 


l0gr(l— a7)r(^)=   —  l0ga7(l  — a;;  — G+  ^   [^2_^(l  —  i!7)2J— ... 

ou  bien 

log-r-^^    =  —  l0g^(l  —  ^)  —  G+   ^   [^2  _!_(!_  ^)2]___.; 

en  faisant  .2;  =  -  5  on  a 


G  =  2  l0g2  —  logTT  +— T^+T-^  — 

^  °  2     2  3     2^  4     2"^ 

Troisième  m,éthode.  —  Reprenons  la  formule 

x^  x^ 

logr(i  -hx)  =  —  Gx^s.2 53  —  +.  .  . 

on  a 

.'r2  .-r3 


log(i-!-^)+ .r         ^      . 


et,  en  ajoutant, 


logr(i-i-  a?)  =  —  log(i  -{-  x)-i-{i —  G)x 
(j)  l  x'-  x^ 

^^  ^  -(1-^2)-    H-(l-^3)y 

série  déjà  plus  convergente;  mais  on  a 


xV  {x)  =  V  {i -\- x)         et         V{x)V{i~~  x)  = 


TT 


siiiTca^ 
»ar  suite 

r{\  —  x)V{v-\-x)=  ^^^y 
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donc 

(2)  logr(i  —  ^)  +  logr(i  -+-^)  —  logTzx  —  logsinTT^. 

Or  de  (i)  on  tire 

logr(i  — a7)  =  -log(i-:r)  — (I  — C)a7-(i-52)  —  -...; 
en  retranchant  de  (i)  on  a 

logr(i -4-^)-logr(i -.r)  =  log  ^-p^  H-2(i  -  G):r  +  2(i -^3)  y +.•• 

et,  en  éliminant  r(i  —  x)  au  moyen  de  (2), 

I                   I          .              II  —  .T 
lojrrd  H-  ^)  =  -  logira? logsin7r,r  H —  log '- 

^    ^  ^2  1  2,      ^  1^  ce 

+  (i  — G)^-^(i-53)  y  +(1  — 55)^  +...; 

on  lire  de  là  G,  en  faisant  ;r  =  1 ,  et  mieux  en  faisante  = 

et  en  se  rappelant  que  F  /  -  j  =  ^tc;  on  a  alors 

ilogx=llog^  +  ilog3-i(,-C)-(.-.,)3^-... 

OU  bien 

o  = lofr 2  H —  loff  3 (1  —  G )  — .  .  . 

2     ^  2     "  2  ^ 

OU 

.-C  =  log| +(.,-1)3-^, +(.5-.) —+..., 

série  très  convergente. 

Quatrième  méthode.  —  On  a 

—  G  ==  (logm —  I  — -  —  ;"-+..  . ) 

Nous  allons  prouver  que  le  second  membre  a  une  limite  et 
que  G  existe,  ce  qui  n'était  peut-être  pas  assez  rigoureuse- 
ment établi  jusqu'ici.  On  a 

(1)  —  =    /      e-"'^dx, 
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donc 


(^) 


+  -+... -h  — =  f    (e-^->r-e~^^^...-i-e-"'^)dx 

=  / —dx{i  —  e-m^). 

J^       I  —  e  ^ 

Intégrons  (i)  depuis  i  jusqu'à  m  :  nous  aurons 

logm  =    / dx\ 

Je  ^ 


on  en  conclut 


logm  —  I 


Il  faut  maintenant  faire  m  =  oo;  on  a  alors 

^/  \i  —  e-^       x) 


e-^  \ 


dx. 


dx 


ou 


dx. 


La  formule  d'Euler  (p.  4i8)  fait  connaître  la  constante 
d'Euler,  et,  en  effet,  en  faisant  dans  cette  formule 


y(^)=— ,         a  =  i,         h  —  m-^i^         h  =  i, 


on  a 


)        1        I 


2       1       3      *  '  "      m       '2(w  + 1) 
'""^'dx 

X 


~X    ^""'^'["(^^^■^^J 


c'est-à-dire 


2      3  m 

1  I 

=    -   +   — r    -T- 

2  i{m-^i) 

+  [--r-^ 


log(m  -t-i) 


I        t^m-\-iy-\ 


A2I.2.3 
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Si,  dans  cette  formule,  on  remplace  m  +  i  par  m,  on  trouve 


2  /?Z 


•1 


H'-^) 


et,  bien  que  le  second  membre  ne  soit  pas  convergent,  quand 
on  fait  m  =  co,  on  obtient  la  constante  d'Euler  avec  une  cer- 
taine approximation  que  l'étude  du  reste  peut  faire  connaître. 
Si,  par  exemple,  on  s'arrête  au  terme  en  B4,  le  reste  sera 

moindre  que  le  terme  suivant  ou  que  - — —  =  ——•  Quoi  qu'il 

^  ^         b.42  202      ^  ^ 

en  soit,  la  formule  précédente  peut  permettre  de  calculer  avec 
une  grande  rapidité  la  somme  14-  +  ^  +  •  — h  —  quand  m 
est  un  grand  nombre.  11  suffît  pour  cela  de  calculer  directe- 
ment, par  exemple,  1  -f-      -1-  -  -j-  ...  H et  de  retrancher  de 

la  formule  (i)  celle  que  l'on  obtient  en  y  faisant  m  =  10  ;  on  a 
T  I  i  j        .      m 

\ i --•-...  H log 

11         12        1 3  //i  10 


•i\m        10/        2      ^  \  10^        7)1^/ 


formule  très  convergente,  au  moins  dans  ses  premiers  termes, 
car  elle  finira  toujours  par  diverger.  Mais,  quand  on  tient 
compte  du  reste,  on  voit  d'abord  qu'il  est  très  petit  et  l'on 
peut  faire  usage  de  la  formule  d'Euler  comme  si  elle  était  con- 
vergente, ce  qui  est  assez  remarquable. 

XX.  —  Intégration  par  les  fonctions  r. 

i"  L'intégrale    /     e^^"  dx  se  ramène  aux  fonctions  F  en 

posant  ^«  =  ^,  ^  =  z"-  et  dx  =  -  s"     dz\  on  a  alors 

/      e-^'"dx  =  -    I     e--z'~^  dz  =  -  T  (  -^-  )  • 
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2"  Les  intégrales  de  la  forme 


étudiées  par  Binet  surtout,  et  d'abord  par  Euler  etLegendre, 
se  ramènent  aux  fonctions  F  comme  il  suit  : 


T{p)=    I      e-^xP-'^dx, 

^0 


multiplions  membre   à   membre   ces  deux   intégrales,  nous 
aurons 

T{p)r(q)=   I        I      e'^'^^^'^xP-'^x'i-^dx  dx'; 

posons  x' ^=  tx^  dx'  ^=^  X  dt^  nous  trouverons 

T{p)V{q)=    I        f     e-^^'^^t^ xP-^l-"^  tl-'^ dx  dt 

OU 

Vi-'^dt 


T(p)r{q)=    f      f    e-^(i+^'a7/'+'7-i(i4-0^+'^"^^[(H-0^]  p-; 
OU,  en  intégrant  par  rapport  à  x, 


OU 


T{p)T(q)  _    f-         t1-^ 


Or,  si  l'on  fait 


^\p-^q)     Jo    (»  +  0 


p+'l 


dt. 


z  ^  dz  t  ^  I 

t=  -?  dt  =  -»         = -S,         \-\-t^    j 


on  a 

1 


f     ^^ —  dt=    f  z^i-^{i-z)P-^dz  =  B{p,  q); 
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il  en  résulte  que 
On  a  donc 

Bip,q)=B{q,p). 

L'intégrale  B(/?,  g)  est  connue  sous  le  nom  d'intégrale 
eulérienne  de  première  espèce;  la  fonction  V  était,  d'après 
Legendre,  l'intégrale  de  seconde  espèce. 

3*^  Considérons  l'intégrale 

u=   I     cosfn~i  ^  sin«-i  X  dx  ; 

posant  sin^r  -^  y,  on  a 

cos^  dx  =  dy 
et 

f     (I-JK2)    2     yn-ldy; 
0 

faisant  jk2  ,  ,  ^^  ^j-  dy  =  dx,  il  vient 

/^l  m  — 2      «  —  2 

ou 

4°  L'intégrale  /  ^^  <^^  peut  s'obtenir  au  moyen  des 
fonctions  T,  lorsque  n  est  compris  entre  i  et  2.  On  a  en  effet 

r(/i)=:    /      e-^x"^~'^dx 


71)^   f 


et,  en  changeant  x  en  ?^, 

T{n) 


f 


e-txtn-\dt\ 
x"- 
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d'où  l'on  tire 

0 

et,  par  suite,  en  intégrant  de  ^  =  o  à  ^  ==  oo,   après  avoir 
multiplié  par  sin6.r, 

Mais  on  a 


Jf      sinbx 


e-i^dx  = 


t^-^b'-' 


donc 

^2 


posant  ^  z=  y,  il  vient, 

OU,  en  vertu  de  la  formule  de  la  page  266, 


—  1 
^6 


x^  i\  (n)     .     riTi 

sin  — 
2 


La  même  méthode  permet  d'évaluer  l'intégrale 

cosèa? 


£ 


dx. 


quand  n  est  compris  entre  o  et  i .  D'ailleurs,  si  l'on  diffé- 
rentie  dans  cette  hypothèse  la  formule  précédente  par  rapport 
à  6,  on  trouve 


dx  =  "^ ; 

^     '        sin  — 
9. 


Jo        ^^^ 


et,  changeant  n  en  aï   h  i ,  puis  observant  que 

r(w-+- 1)  —  nr(/i), 


474 

il  vient 


[ 
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dx  = 


'Il  (n)         mz 
cos- — 

2 


bien  entendu,  il  faut  supposer  n  compris  entre  zéro  et 
l'unité,  sans  quoi,  du  reste,  le  premier  membre  de  cette 
équation  aurait  une  valeur  indéterminée. 

5°  Nous  allons  montrer  maintenant  comment,  en  combi- 
nant la  méthode  de  Gauchy  avec  la  théorie  des  intégrales 
eulériennes,  on  peut  trouver  la  valeur  de  quelques  iutégrales 
définies. 

Considérons  l'intégrale 


/ 


dz 


où  a  et  [^  sont  positifs  et  où  a  et  b  sont  positifs  également, 
mais  où  l'on  suppose  a  ■<  i .  Décrivons  autour  du  point  a  y  —  i 
un  petit  cercle   mnpn' ,  puis  intégrons  le  long  du  contour 

Fig.  25. 

y 
p 


x' omnpy^  x'  et  y  étant  censés  à  l'infini,  nous  aurons  pour 
résultat  zéro  ;  donc 


(I) 


-.  r ^ 


dy  sj —  I 
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y/' — i^   et  Y — I     désignant  deux   valeurs   quelconques    des 

expressions  cosa  (  -  +  2  A'tc  \  ±  y —  i  sina  (  -  -f-  i/xt:  U  •  •  •• 

Intégrons  ensuite  le  long  du  contour  infini  dans  les  deux 
sens  y/? 72' m o^,  nous  aurons 

f      /-'^                                         / — 
/     dy y/— I  ^ 

La  valeur  de  y — •  i  est  restée  la  même  ;  mais,  si  nous  voulons 
que  la  valeur  de  yx  —  a  y  —  i  j  soit  la  même  pour  ^  =  o  dans 
les  deux  formules  (i),  (2),  il  ne  faudra  pas  adopter  les  mêmes 
valeurs  de  y  —  i"  ;  de  o  en  /n,  cette  valeur  doit  être  la  même, 
mais,  à  partir  du  point  p,  l'une  d'elles  étant  p,  l'autre  sera 
çQ2Tia\/-  i  ^  de  sorte  que,  si  l'on  ajoute  les  formules  (i)  et  (2), 
on  aura 


/: 


dx 


(^_av/-i)«(:r+p/-if 


i_e-27ra\/-ij  ^_  i     r' 


ce  qui  peut  s'écrire 

dx 


L 


sinaTT     r"  dy 


On  peut  supposer  que  la  valeur  de  y  —  i^  adoptée  soit 

e2         ; 
alors 

dx 


L 


dy 


=  1  sinaTï   I 


(^_a)«(jK-r-^)6' 
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posant  jK  —  y^=^  X  dans  le  deuxième  membre,  on  a 


/: 


dx 


(3)  .._.  (aM-^v/-.r(p-^v/-ir 


r"              dx 
=:2Sin<27r   / 


P) 


et  cette  formule  est  vraie,  même  pour  a  >>  i,  comme  on  peut 
s'en  assurer  en  différentiant  par  rapport  à  a.  Or  on  a 

de  ,        r..  ,     .  ..   r°°  dx.x-^ 


r°°  dx  _  ^_^j  r"^  d. 


xy 


^      •    ^^  T{b) 

portant  cette  valeur  dans  (3)  et  observant  que est  égal 

à  r(a)r(i  —  a), 


L 


dx 


(oi^xs/-iT{?-xs/- 


=  2  7r(a-^  p)-(a^ô- 


^^  T(a-^b-i) 


T{a)lXb) 
Au  contraire  il  est  évident  que 


to. 


r*' dx 

J_.    (=c-.r/::rr)«(^._^/i:rT)''-°' 


de  ces  trois  dernières  formules  on  tire 


La  valeur  de  w  étant  symétrique  en  a,  [3  et  a,  6,  on  peut 
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changer  a  en  6,  6  en  a,  a  en  [3  et  j3  en  a  ^  en  supposant  alors 
6  <<  1  j  on  a,  au  lieu  de  la  dernière  formule, 

J_^     (a  — a^y/— 0 
de  cette  formule  et  de  (4)  on  tire 

jf""[(p-^/--T)--'  +  0  +  x^=:Tr*] 

X  [(a  —  X  sj —  1  )""-+-  (a  H- a;  \J — i)"'*]  dx  —  ii}i\ 
faisons  a  =  i ,  ^  =  i ,  x  =.  tangcp,  et  nous  aurons 


^ ^  '[(i  -  tangcp  s/=7)-*  -f-  (.  +  tangcp  v^^^)"*] 

X  [(i  -  tangcp  /IIT)^"  ^(i  +  tangcp  v/™i  )~-^]  --| 


■2  tO 

cos^cp 


ou 


/2  W 

cos«+*-2çp  cosècp  cosacp  <icp  =  —  ; 

■l 

on  trouve  d'une  façon  toute  semblable 

cos<^+*-2  cp  sin  ^  cp  sin  a^  d':>  =  —  ; 

2 

les  formules  (5)  et  (6)  ajoutées  donnent 

/         cos«-^*-2(r,  cos(6  —  <2)cp  o?cp  =  W. 

2 

Posant  a  -\-  b  —  2  =  />,  6  — a^=  q,  on  a 


2 


COS/'  cp  COS  ^  cp  û?cp  =   (0  =  TC  '2-/' 


K^-)K^-') 
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OU  encore 


7C 


1 


cos/'cp  cos^cp  acp  =  'r:i~P~'-  — : ^ : — 


ViP^Î^AT    P-1 


6°  Je  suppose  qu'il  s'agisse  d'obtenir  l'intégrale 

x"^e-"-^ cosbx  dx 


ou 


s. 


f' 


"^e-^^sinbx  dx. 


le  signe  de  a  étant  mis  en  évidence;  il  est  clair  que  les  deux 
intégrales  s'obtiendront  à  la  fois  si  l'on  peut  calculer 

/     x"^e-^^^f^^^-'^dx. 

Cette  intégrale  est  prise  le  long  de  l'axe  des  x  ;  si,  dans  l'angle 
des  coordonnées  positives,  on  mène  une  droite  quelconque, 
on  pourra  intégrer  le  long  de  cette  droite;  car,  si  l'on  ferme 
le  contour  formé  de  cette  droite  et  de  l'axe  des  x  par  un  arc 
de  cercle  de  rajon  infini,  le  secteur  ainsi  formé  ne  contiendra 
pas  d'infini  de  ^'"g-^-^^+W-i  et  l'intégrale  prise  le  long  de  l'arc 
est  nulle.  Soit  donc 

;r  =  r(cos6  ^ /-i  sin6),         dx  ^  dr  e^^~\ 
—  a-^h  y/ — I  —  p(coscp  -i-  y/—  i  sincp). 

Nous  intégrerons  alors  le  long  de  la  droite  faisant  l'angle  0 
avec  l'axe  des  x^  et  nous  trouverons 

l'angle  o  est  situé  dans  le  troisième  ou  le  quatrième  quadrant, 
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puisque  son  cosinus  est  négatif.  Prenons  8  +  es  =  ±:  tt,  nous 
aurons 

^  00 

En  séparant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  y/—  i ,  on  a 

/      x^e-a^cosbxdx  =  cos( w  ^  i)(7r  —  ©)  ÎJ[Z!L±_L) 
/      ;2;'«e-«^sin6a7<ia7  =  sin(m  4-i)(7:—  cp)  ÎA^i— 1L\ 

XXL  —  Formule  de  Dirichlet. 
Proposons-nous  d'évaluer  l'intégrale  multiple 

JfJ .  .  .  X'I'^-'  X'^'--'  .  .  .  ;r;«"-^  dXi  dx.^...  dXn, 

les  variables  étant  assujetties  à  vérifier  les  relations 

(l)        ^1  +  372  +  ..  .+  ^,i<  I,      :ri>0,      ^2>0,       ...,      a)n>0. 

L'intégrale  en  question  peut  s'écrire 

Jdxi  I         dxçi  I 


û?:r3  .  .  .  ^'f '-'^'"^-1  .  .  .  :r'"»-i 


or  on  a 

ï  r(mi) 


f  < 


1 
on  a  ensuite 


^  mi        r(mi+i)' 


r  ^;"'-V:ri  f       'x["^-'dx^=   f  x\ 


m,-i/.     „  N,„  ^„     rcm,) 


»     '(l  — a7i)'«2â?,27i   — 


48o  CHAPITRE   X. 

L'intégrale  simple  qui  figure  dans  cette  formule  n'est  autre 

■r./  N         r(/ni)r(m2-f-i)  1 

que  B(m, ,  m,  +  i)  ou  ;^^^^^^_^^^  :  on  a  donc 


T(mi)T{7n^) 


cette  formule  est  générale  et  l'on  a 


(2) 


f  f  f-  •  •  <«-'<^~^ .  .  .  <""'  dx^  dx,_...  dXa 


En  effet,  admettons  cette  formule  et  cherchons  la  valeur 
de 

f  f. . .  x'^^-^x^^-^ . . .  x^--^dxidx2  ...dxn 


quand  on  y  suppose 
(3)  I 

c'est  supposer 


Xi-{-X2-^.  .  .-T-  Xn<  h, 

^1  >  o,        5?2  >  o,         . . . ,        Xfi>o: 


/  /  \  Xi  X^  Xfi 


l'intégrale 


m,  — 1    ^mt—i 


dxi  dx^ 
1  hT  IT 


prise  avec  la  condition  (4),  est  donc 

T(m,)r{m^)...T(m,,)     . 
r(mi+m2-i-...-i-  m„H-i)' 

par  suite,  l'intégrale  cherchée  est 

/,,n.-^^,+...+;n„      r(mOF(m2)...r(m„) 
r(mi+  7/12  +  .. .+  /7î„-i-i; 
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Ceci  posé,  Fintégrale 

/  •  •  •    /  <'^~'  .  .  .  <ïr"~^  ^-^2  .  .  •  dXn  +-1 


^'intégrale 

1       ^  l-.r 


r  (  ma  T-  mg  — . .  .  —  /n„^-i  r  i  )  ' 
c'est-à-dire  l'intégrale 

f  f  f ...  x'i'^-' . . .  ^;;';+>-^^^. . . .  dxn^i. 

prise  avec  la  condition 

Xi  +  372  -4-  .  .  .  -4-  Xn^-\  <  I , 


sera  donc  égale  à 


/     (i  ~  x^y'^^-^'"■■^^^■-^'"'^+ix'"'~'^dXl 

I  '  r(m2 


T(/n.2).  ..  r(m/,+i) 


c'est-à-dire,   en  observant  que  Pintégrale,   abstraction  faite 
du  facteur  qui  suit  dXi,  est  B(/?22  -!-...  +  /^?//+i,  nii),  à 


r( mi  +  7?i.2  + . . . -H  w„^-i -f- 1) 

Si  donc  on  admet  la  formule  (2)  démontrée  pour  7i  =  i  et 
/^  =  2,  on  voit  qu'elle  a  encore  lieu  quand  n  augmente  d'une 
unité  :  elle  est  donc  générale. 

Maintenant  proposons-nous  d'évaluer  l'intégrale 

fff  ■-■'"-'< 

L.  —  Traité  d'Analyse,  III. 
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avec  la  condition 


fêr-(rr-(a^"<- 


.r,,  x-2^  '  '  •  (^tant  tous  positifs. 

Posons  (  —  )   '=  -3/,  l'intégrale  cherchée  deviendra 


i'"'zfn 


avec  la  condition 

^1  -;-  ^2  -^  •  •  •  +  -^rt  <C  '  • 
Sa  valeur  sera  donc 

\  Pl  I       \P^J  \  Pn  / 


a  "'al'  -  .  .  .a' 


P\Pï 


\P\     ~^  Pi         """^  P«    ~^    ) 

Application.  —  La  développée  de  l'ellipse  a  pour  équation 

1  2  4 

ou 


son  aire  est 


I  J  dxdy, 


prise  avec  la  condition  (i),  ou  plutôt  cette  intégrale  est  le 
quart  de  l'aire  en  question;  en  vertu  du  théorème  de  Diri- 
chlet,  le  quart  de  cette  aire  sera  donc 


©_,.M 


ab.A  r(4)  /i  ab      i  .2.3 

ou  bien  ;, y^  -,  et  1  aire  totale  sera  b  ~  — «:* 

32  «6     '  8      ab 


L'aire  de  l'épicycloïde  x'^  ^y^  =  l\  enveloppe  d'une  droite 
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de  longueur  constante  qui  s'appuie  sur  deux  droites  rectan- 
gulaires, sera  alors  |  ti/-,  .... 

XXII.  —  Les  fonctions  de  M.  Prym. 
La  fonction  T(x),  étant  mise  sous  la  forme 

peut  se  décomposer  en  deux  autres 

P(ip)=    /    e--z^-^dz         et         Q(^)  =   /      €'^z^-Ulz. 

Etudions  d'abord  la  fonction  V(^x\  l'intégration  par  parties 
donne 

(t)       P(ar)=  e-ij- 4-  -t-^ -  +  -; VT ^-^•••1; 

^'  ^    ^  Yx       x{x-\-\)        x{x^\}(^x^i)  \ 

la  fonction,  partout  synectique  excepté  aux  points  o,  — i, 
—  2,  .  .  ., 

Il  I 

X        x{^x-\-\)    ^  x{x-^\){^x-\--i)       '*"' 

peut  donc  être  représentée  par  une  intégrale  définie.  Il  est 
clair  que  l'on  a 

V{x  -\-\)  =  xV{x)—e-'^. 

Or  on  a 

I   _  I 

X  X 

-T^-.  =  -{- ^)' 

x\x-^\)         \\x        X -\-  \  / 

X(X  ■+■  l){x  -+-  2)  2.1    \X  X-hl      '     X-^-lJ^ 

> 

T  _    ^   r  ^         '^       '  n(n  —  I )        I  "1 

x{x-^i)...{x-hn)'~nlix        i   x -^  i  ^        1,2       x -^  2.      "'J' 
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Portant  ces  valeurs  dans  (i),  on  trouve 


l  £c  -\-  '1        3  !  a?  -1-  3 


la  fonction  P  peut  être  définie  dans  toute  l'étendue  du  plan 
par  l'une  des  formules  (i),  (2);  quant  à  la  fonction  Q,  rien 
n'empêche  de  la  définir  par  l'équation 

T{x)  =  P{cc)^qix). 

Ces  définitions  sont  alors  plus  précises  que  celles  qui  sont 
fournies  par  des  intégrales  définies.  On  a 

q{x-^\)=^xQ{x)-he~K 

(Prym,  Journal  de  Crelle,  t.  82.) 

XXIII.  —  Du  logarithme  intégral. 

On  appelle  logarithme  intégral  et  l'on  désigne  par  le 
symbole  Vix  l'intégrale 

r""  dx 

Cette  formule  peut  être  remplacée  par  la  suivante 

hx  —    I      î n» 

et,  si  l'on  pose  Ç  =  e", 


\\x 

u 


Si  l'on  fait  alors  e"^  —  x^  on  trouve 

lie-Ç=:    /        

ou  bien 

e-  "  du 
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on  a  alors 

,.      ^       ,.      .        ,   "^  e-'<-cla         C"^  e-^-du 
he-^  —  lie-? 

ou 

■^  e-"^  du 


lie-^— lie-? 


On  développe  facilement  le  second  membre  en  série,  et  l'on  a 
\\e-^  —  iie    ?  =       \o^x h 

[I  1.2     2 

II  1.2     2 

ce  que  l'on  peut  écrire 

lie-^  — loga^H '-...=  const.  =  G 

1  1.2      2 

OU  bien 

/     N  ^•         ^         r>  ^  ^  \       X^  ^  X^ 

(2)        lie-^=  G  +  losT^r \- r...; 

I  1.2     2  1.2.33 


mais  on  a 


Te-  I  t 


f3 


1.2     2  1.2.3     3 

on  peut  donc  écrire 


G  =  lie-î — logc-r-   /      du 

u 

1  —(1  —  u'f^ 
^  e-\^'~-{\-~u)\ 


(3)  ;       ^lie-e-log?-^   r    '~^'~"^^^^ 


I  —    /     ^^ ^^ "^^^  du. 

Or 


^ I— (I—  iO^  ,      r^  i_(i_^^)i 


^0  "  Jo      ï 


(1  -  w) 


j    [n-(i-")-t----] 


,  T  T  î 
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(3)  devient  alors 


(4)  G  3=  lie-^  -+-  1  -f-  ^  -i- . .  .-^  ^  -  log^  -J 


du. 

0 


Faisons  ensuite  H  =  oc,  \ie~^  se  réduira  à  zéro;  cherchons  hi 
limite  de 


( 


du 


à  cet  effet,  posons  uqz=  ç  :  nous  aurons 

I     ^ ^-L^d,', 

or  on  sait  que 

\  ^  /  2  ^   \   I  .  '^  I  .  2 .  i  / 

8o,  Oj  r  ...  désignant  des  quantités  moindres  que  un  en  valeur 
absolue     c'est  ainsi   que   l'on  prouve  que  (i  —  ^)    a  pour 

limite  e'"  ;  l'intégrale  en  question  a  donc  pour  limite  zéro, 
et  la  formule  (4)  donne 

G  =  lim  (  I  +  -  +  ^  4- .  .  .  +  7  —  log  ^  )  , 

2  3  Ç  / 

c'est-à-dire  que  la  constante  C  est  précisément  la  constante 
d'Euler.  La  formule  (2)  permet  alors  de  dresser  une  Table  de 
la  fonction  Yie"^,  et  même  de  concevoir  cette  fonction  pour 
des  valeurs  imaginaires  ou  positives  de  —  œ. 

Pour  de  grandes  valeurs  de  ^,  on  intégrera  par  parties,  et 
l'on  aura 


/       du  =  e-^ 


X 


Cette  série  finit  par  diverger,  mais  elle  converge  dans  ses 
premiers  termes,  et  l'erreur  qui  s'obtient  sous  forme  d'inté- 
grale définie   permet  d'apprécier  le  degré  d'approximation 


INTERPOLATION    DES    FONCTIONS    NU3IÉR1QUES.  4^7 

obtenu,  approximation  toujours  suffisante  pour  les  besoins 
de  la  pratique. 

Soidner  (Munich,  i8og)  a  construit  deux  Tables  du  loga- 
rithme intégral  {voir  un  Mémoire  de  Bretschneider,  C relie, 
t.  17,  1887). 

XXIV.  —  Calcul  des  dérivées  à  indices  quelconques. 

«  La  première  idée  du  calcul  des  différentielles  à  indices 
quelconques  appartient  à  Leibnitz.  Euler  ensuite  a  écrit  sur 
ce  sujet  quelques  pages  que  Lacroix  rappelle  dans  son  Traité 
de  Calcul  différentiel.  On  trouve  également  trois  ou  quatre 
lignes  qui  s'y  rapportent  dans  l'Ouvrage  de  Laplace  sur  les 
probabilités.  Fourier  enfin,  dans  sa  Théorie  analytique  de 
la  chaleur,  indique  une  formule  générale  qu'il  regarde  comme 
propre  à  transformer  en  intégrales  doubles  les  différentielles 
à  indices  quelconques.    >  (Liouville.) 

Mais  c'est  à  Liouville  que  l'on  doit  d'avoir  montré  tout 
le  parti  que  l'on  pouvait  tirer  du  Calcul  différentiel  généralisé  ; 
ses  principaux  Mémoires  sont  insérés  au  XXL  Cahier  du 
Journal  de  V Ecole  Polytechnique. 

Pour  les  géomètres  que  nous  venons  de  citer,  si  l'on  a 

A,  B,  ...  a,  [i.  ...  désignant  des  constantes,  on  a 

d'if  (on)        ,  .^n      Q 

cette  formule,  vraie  pour  n  entier,  est  étendue  au  cas  oii  n 
est  quelconque,  et  sert  de  définition  au  premier  membre. 

On  peut  généraliser  la  notion  do  dérivée  d'une  autre  manière 
qui  ne  suppose  pas  la  fonction/  développabie  en  une  série 
d'exponentielles. 

On  appelle  lacet  un  contour  formé  d'une  ligne  droite  ou 
courbe  allant  d'un  point  A,  appelé   origine  ou  entrée  du 
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lacet,  en  un  point  B  infiniment  voisin  de  ce  que  l'on  appelle 
point  critique  a  du  lacet,  puis  d'une  portion  de  cercle  BD 
ajant  son  centre  en  a  et  que  l'on  appelle  cercle  du  lacet,  et 
revenant  du  point  D  infiniment  voisin  de  B  en  un  point  E 


infiniment  voisin  de  A.  que  l'on  appelle  la  sortie  du  lacet;  AB 
et  EB  sont  les  bords  du  lacet,  ils  sont  supposés  infiniment 
voisins  sans  se  couper. 

Nous  appellerons  dérivée  d^ ordre  n  de  la  fonction  mono- 
gène/(^)  prise  à  partir  de  la  limite  Xq  l'intégrale 

.  .  ru--i)  r  f(z)dz 

prise  le  long  d'un  lacet  à  bords  rectilignes  ayant  son  entrée 
au  point  ^o  et  son  cercle  décrit  autour  du  point  x  comme 
centre. 

La  dérivée  d'une  fonction /"(;3),  comme  l'on  voit,  n'est  pas 
en  général  monodrome  autour  du  point^o5  sesdiverses  valeurs, 
qui  peuvent  être  en  nombre  infini  si  le  nombre  n  est  incom- 
mensurable, se  permutent  les  unes  dans  les  autres  autour  du 
point  Xq,  qui  est  un  point  critique. 

Lorsque  le  nombre  n  est  négatif,  la  définition  que  nous 
venons  de  donner  se  confond  avec  celle  qui  a  été  donnée  par 
M.  Letnikof,  en  18^4?  dans  un  journal  russe.  Alors  l'intégrale 
prise  le  long  du  cercle  du  lacet  est  nulle;  sa  valeur,  prise  le 
long  du  premier  bord,  est 


Y{n~-i)    r-^     f(z)dz 
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sa  valeur,  prise  le  long  du  second  bord,  est 

La  présence  du  facteur  exponentiel  tient  à  ce  que  le  point  z 
a  tourné  autour  du  point  critique  x  :  la  dérivée  n}^"^""  de/{œ) 
est  donc 


.w- 


ou  bien 


ou  bien 


r(7z-i-ij 


sinCn-f-T)?:     /"'^^      f(z)dz 


en  observant  que  (p.  446) 

r(/i-T-i)r(-/i)=  -^--^^ 

cette  expression  devient 


(2) 


-'oX 


C'est  cette  formule  que  M.  Letnikof  avait  adoptée  pour  dé- 
finir la  dérivée  /^^'^'"'^  dans  le  cas  où  n  est  négatif. 
Nous  désignerons  par 

rd^'fi.r) 
I         dx>^ 

la  dérivée  d'ordre  n  defix)  prise  à  partir  de  x^^,  : 

i"  Si  n  est  entier  et  positif,  l'expression  (  i)  se  réduit  bien, 
en  vertu  du  calcul  des  résidus,  kf'^{x)  (\i.  246),  car  les  inté- 
grales prises  le  long  des  bords  du  lacet  se  détruisent. 

2*^  Si  n  est  entier  et  négatif,  l'expression  (2)  de  la  dérivée 
se  réduit  à  l'intégrale  d'ordre  Ji  de  la  fonction/!  ,r)  prise  entre 
les  limites  X(^  et  x. 
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3"  La  dérivée  d'ordre  n  dépend  en  général  de  la  limite  ^o? 
mais  elle  en  est  indépendante  quand  n  est  entier  et  positif. 

XXV.  —  Dérivées  de  diverses  fonctions. 

On  simplifie  la  recherche  des  dérivées  au  moven  des  deux 
théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Si  a  est  un  nombre  entier  et  positif,  on  a 


dx'^  I        dx't      "  /        dx'^+^ 


ce  dont  on  s'assure  en  appliquant  les  règles  de  la  différentia- 
tion  sous  le  signe  /  à  la  formule 


/. 


dn^fix)  _    r(/l-H)     r_f{z)dz 
2  7iv/— I-^    ^^  — 


/i-Ht 


dx>^  .^^^_^J   {z  —  xy 

Théorème  II.  —  On  a,  en  général, 

f{z)dz 


j  d"f(x)  _  /■  d"f(x)  •       I       r"""^ 

I        dx"  j        dx"      ~^Y{^n)J       {X 

J'o  '  X',,  "^o 


z)'^- 


Ge  théorème  sert  à  changer  la  limite  à  partir  de  laquelle  on 
prend  une  dérivée. 

Supposons  que  les  points  Xq^  x  et  x\  forment  un  triangle 
ne  contenant  pas  de  point  critique  de/(^ ),  le  lacet  qui  a  pour 
bords  x^x  est  équivalent  à  un  lacet  qui  aurait  pour  bords 
la  ligne  brisée  Xç^x^X'.  en  intégrant  alors  successivement  le 
long  de  ces  deux  lacets,  on  a  la  même  valeur  de  l'intégrale 


(-+-1 


r(^-+-i)  r  ,nz)dz 

Prise  le  long  du  premier  lacet,  cette  intégrale  a  pour  valeui 

/W. 
/    dx'^' 
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prise  le  long-  du  second  lacet,  elle  se  décompose  en  trois  par- 


ties :  1° 


;7r  i/—  I  .A. 


2^  une  intégrale  prise  le  long  du  lacet  x\x^  soit 

j     dx"  ' 
3"  une  intégrale  prise  le  long  de  x'^Xq  qui  a  pour  valeur 

iiz^-iJ^.^  {z  —  xy^+^ 
on  a  donc 

et  un  calcul  analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  tout  à  l'heure 
donne  enfin 


fd"f_fd"f,     ■      r 

I     dx>^       j     dx'^  "^  Y{-~  11)  Jx, 


'■'"     f(z)dz 

{x-zy^ 


Si  à  l'intérieur  du  triangle  XqXx'q  il  y  avait  un  point  critique 
de  J[z)j  on  voit  comment  il  faudrait  modifier  le  résultat  qui 
précède. 

Dérivée  de  {x  —  a)P.  —  En  supposant  n  positif,  la  dérivée 
d'ordre  —  ^  de  (x  —  a)P,  prise  à  partir  de  Xq,  est 

si  l'on  pose 


cette  intégrale  devient 

(x  —  ay^^p   r^ 


-^^^ /        (i-0)«-iOp^O. 
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En  prenant  alors  Xq  =  a,  cette  expression  se  réduit  à 

(x  —  a)^+P  __    ,  _  (:r  —  a)'^+P  r(n)T(p-hi) 

on  à 

(x  —  ay^+PTip  ^:-i)^ 

si,  dans  cette  formule,  on  remplace  n  par  — n  et  si  l'on  dif- 
férentie  k  fois,  si  enfin  on  remplace  k  —  n  par  m^  on  trouve 
pour  expression  de  la  dérivée  m^'^^^'^  de  x  —  a  prise  à  partir 
de  a,  si  p  —  m  est  positif, 

r (  —  7n-r-p  -^  l) 

Dérivée  de  e^^.  —  Faisons  a  positif  :  la  dérivée  d'ordre  —  n 
de  e^^  sera,  en  supposant  /i  positif, 

•'0 

ou,  en  posant  z  =^  x  —  /, 

1(71)   / 

^        >  ^  X-  Xq 

On  voit  que,  si  ^0  =  —  ûo,  la  dérivée  cherchée  sera 

« 

f>ax       n  °° 


i-\  dt  = 


la  dérivée  d'ordre  H- m  sera  donc  a'^e^^.  Le  résultat  est  le 
même  quand  a  est  négatif,  mais  alors  il  faut  prendre  ^0  =  -r  ^  • 

Dérivée  d'ujve  dérivée.  —  On  a  ^ 

r  _^  /'  d"\f(x)  ^  /'"'  d^>^  r d'\f(x)  __  rd'"+"f(x) 

I     dx"  /        dx'"^      ~~  I     dx"^  I        dx>^      ~  I    ~~dx'"-+'' 

•^«  '^«  'xo  'xo  'r„ 


^RSITT 
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En  effet, 


i)  rfd^   fiz)dz 

iJI     dx>^  {z  —  x)"^^'^ 


r(m  +  i)  r     f{z)dz      r(m-i-/z  +  i) 


(m-^i)    r      f{z 

iTT  i/ —  l  J     {^    ^  ^  ^ 


r  d'^+'\f((x) 


dx">-+'^ 

C.  Q.  F.  D. 


XXVI.  —  Dérivée  d'un  produit. 

Supposons  la  fonction  'f  (^)  synectique  autour  du  point  x, 
on  aura,  par  la  formule  de  Taylor, 

.    ,          ,    .       z  —  x                  (z  —  xY„.. 
o{z)^'o{x)^ Y-  ?(a^)H j-^^  o"(a7)  +  .... 

Ml,-    r                     tLf^s^fi^      r(n-}-T)     ,  .    ,,  1      ,  j, 

ultiplions  par  ,    , et  intégrons  le  long  d  un 

\^         ^)*  211  V 1 

lacet  ayant  son  origine  en.  Xq  et  le  centre  de  son  cercle  en^; 
nous  aurons 

r(n  +  i)  ro{z)^{z)dz  _       .r(/î-^-0  r  ^{z)dz 

_^  '-^'{x)  r(/i-+-i)  rH^^_ 

c'est-à-dire 

r'd'Hox^)  .rd'^'h        n     ,,    .Td^-^ÛJ 


C'est  la  formule  de  Leibnitz  généralisée.  On  voit  que,  pour 
que  cette  formule  soit  applicable,  il  est  nécessaire  que  o{x) 
soit  synectique  dans  un  cercle  décrit  du  point  x  comme  centre 
et  contenant  le  point  Xq.  Nous  ferons  plus  loin  des  applica- 
tions de  cette  formule;  nous  nous  en  servirons  seulement  ici 
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pour  démonlrer  une  formule  de  Vandermonde  connue  sous 
le  nom  de  binôme  des  factorielles. 
On  a  identiquement 

Posons  a  entier  et  positif;  différentions  n  fois  à  partir  de  la 
limite  o;  en  supposant  b  —  n  positif,  nous  aurons,  en  sup- 
primant le  facteur  commun  .r"+^"", 

Tia  -4-6h-i)      _       r(a-l-i)  ji       V{a-\-\) 

1.2        V{a  —  n-r-  i)     ^  ' 

C'est  la  formule  de  Vandermonde. 


XXVII.  —  Différences  à  indices  quelconques. 
On  a 

.  n  n{n  —  t)     „ 

^  '  I  1.2 

si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  x^~^  et  si  l'on  intègre 
de  o  à  I,  on  trouve 


r    {X-X)n 


,   ,  I         n       I  n(n  —  i) 


a        la-t-i  1.2        a-i-2 


et  ces  calculs  seront  légitimes  si  a  a  un  module  supérieur  à 
zéro,  ainsi  que  n.  Cette  formule  équivaut  à 

B(/i  +  i,  a)  =  .  . . 
ou  à 

r(/n-i)r(a)        I        n       I  n(  n  —  i)       i 


r(724-<2  +  i)         a        laH-i  1.2         a-h2 

Changeons  a  en  — — :  cette  formule  deviendra 


r(„  +  .)r(^ 


r(„  +  ,-+--      -  '      -     -      -  ^-^  +  h  


/  Z  X  \ 


en  multipliant  par ^-—=f{z)dz^  on  voit  que  l'on  aura,  en 

271  y/ —  I 
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intégrant  le  long  d'un  contour  contenant  les  points  x^  x  ^  h, 
X  -\-ih^  .  .  . ,  si  à  rintérieur  de  ce  contour  il  n'y  a  pas  de  points 
critiques  de/'(3), 

Quand  n  est  entier,  le  second  membre  se  réduit  khb^'^f^x) 
pour  A^  1=  —  /i  au  signe  près.  Le  premier  membre  de  cette 
formule  pourra  donc,  dans  certains  cas,  servir  à  interpoler 
les  différences;  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ces  formules, 
qui  n'ont  pas  d'applications  et  qui,  d'ailleurs,  sont  soumises 
à  un  très  grand  nombre  d'exceptions.  Nous  devions  les 
signaler  dans  un  Chapitre  consacré  à  l'interpolation. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Pour  o<  r  <  I 

,  on  a 

Ci-'-'-r 

a^2     ^           ,           xn         \      dx 

1.2                  1.2.3. .  .njx'^+i-^^ 

__  =  r(-n-r). 


2.  On  a 


cos/'cp  cos^cp^cp  — -  - 

L    {i-^x)^  -        r{b) 


2.-i         .^_-H^_^  /^-^_,^^ 


rc 


\         2  /        \         1 

x^-'^dx        T(a)T(b~a) 


3.  On  a 


(Catalan,  Journal  de  Liouville,  i'"  série,  t.  III.) 
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4.  Quand  on  a 

*^  ^    ^  1  1.-2  n\ 

on  obtient 

3.  Quand  on  a 

fix)  —  «o-T-  «1^  H-. .  .-^  a„a7«+.  .  ., 
on  a  aussi 


^^^ =  «o-t-(aoH-  «1)^ 

I  —  X 

+  («0—  «1-^  a2)-27^^--  .  .-i-(ao-h  «1-!-. .  .H-a„)^«-f-.  .  .  ; 
en  tout  cas,  on  doit  avoir  moda?  ■<  i  ; 

I  —{-  3C 

(Même  observation.) 

f{oo){\  —  x)  =  ao -T-  a? Aao -h  x- ^ai  -1-  x^ ^a2  +.  .  . . 
6.  Quand  on  a 

f(x)  r=  ao—  aix  -^■..  .  -+-  a,iX"^  ■—..., 
on  peut  calculer  quelquefois 


•   s  m  ni{m  —  1)  ^        m{m — \)(m  —  1) 

(  i)    «o-r «liP  -i ^ a^x^  -, ^ — '  a^x^ 

1  1.2  1.2.3 


comme  il  suit  :  on  a 


Jf    f{ux)uP-H\-~  u)i-'^du 
0 

-V^     r(^ffi£)      p{p-^i)---{p^n-i) 

^^         ^{p-T-q)   {p-^q)..,{p-\-q-^n  —  i) 
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donc 


faisant  p  -\-  q  =  i,  j)  —  —  m,  remplaçant  ce  par  — x,  on  trouve  la 
somme  de  la  série  (i).  On  peut  aussi  la  trouver  au  moyen  du 
théorème  de  Parseval  (p.  4io). 

7.  On  a  lim — , —  =:  i  pour  n  =  -jc. 

(71  —  i)!/is  ^ 


L.  —  Traite  d'Analyse,  III. 


498 


CHAPITRE     X] 


CHAPITRE  XI. 

FORMULES    DE    QUADRATURE. 


I,  —  Formule  de  Poncelet. 

Quand  les  moyens  connus  se  refusenl  à  l'évaluation  d'une 
intégrale  définie,  ce  qui  arrive  en  particulier  quand  la  fonction 
à  intégrer  n'est  connue  qu'empiriquement,  on  emploie  ce  que 
l'on  appelle  les  formules  de  quadrature.  Ces  formules  font 
connaître  la  valeur  numérique  de  l'intégrale  cherchée  avec 


ÎB,    ib7 


une  approximation  qui  dépend  en  général  de  la  patience  du 
calculateur.  Les  formules  d'Euler  et  de  Boole  sont  des  for- 
mules de  ce  genre. 

Une  méthode  des  plus  simples  et  des  plus  rapides  est 
celle  que  l'on  doit  au  général  Poncelet  : 

Supposons  la  fonction  à  intégrer  représentée  par  une 
courbe  :  il  s'agit  d'évaluer  l'aire  de  cette  courbe;  la  méthode 
enseignée  dans  les  éléments  consiste  à  décomposer  l'aire  en 
trapèzes  curvilignes,  que  l'on  remplace  par  les  trapèzes 
inscrits.  Procédons  d'abord  de  cette  façon  et  intercalons 
entre  les  ordonnées  AqBo  et  Ao/^Bo,^,  qui  limitent  l'aire  à 
évaluer,  un  nombre  impair  d'ordonnées  équidistantes  A,  B,, 
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AoBo soit  jKo  =  AoBo,  jKi  =  A,  Bj,  ...;   on  aura  évi- 
demment, en  appelant  S  l'aire  cherchée  et  h  la  distance, 

AoAi  ^  A1A2  . .., 

s  ==  2^±Zi  A  ._  (^,  ^^,  V,  +  (^3  ^^,)  A  _, . . .  ^  >:î£zi±Zî£ /. 

avec  une  erreur  par  défaut  si  la  courbe  est  convexe,  et  par 
excès  dans  le  cas  contraire. 

Mais,  si  par  les  points  B, ,  B3,  ...  on  mène  des  tangentes  à 
la  courbe,  on  formera  de  nouveaux  trapèzes,  dont  la  somme 
sera  une  valeur  de  l'aire  cherchée,  avec  une  erreur  de  sens 
contraire  à  la  précédente,  si  l'on  suppose  la  convexité  de  la 
courbe  toujours  de  même  sens;  on  a  donc,  comme  seconde 
valeur  approchée.  ^ 

la  moyenne  des  résultats  est 


rjv 


//. 


La  demi-difïerence  des  résultats  donne  une  limite  de  l'erreur; 
cette  limite  est 

^ II. 

\ 

11  est  facile  d'en  donner  une  représentation  géométrique. 


II.  —  Méthode  de  Th.  Simpson. 

Dans  la  méthode  de  Simpson,  une  des  plus  mauvaises  que 
l'on  puisse  employer,  parce  que  rien  n'indique  la  limite  ni 
même  le  sens  de  l'erreur  qu'elle  comporte,  on  substitue  à 
l'aire  que  l'on  veut  évaluer  une  série  d'aires  paraboliques. 

A  cet  eiïet,  on  partage  l'aire  au  moyen  d'un  nombre  impair 
d'ordonnées  équidistantes,  comme  dans  la  méthode  de  Pon- 
celet;  parles  points  Bq,  B,,  Bo  on  fait  passer  une  parabole 
dont  l'axe  est  vertical;  on  procède  de  la  même  façon  à  l'égard 


5oo  CHAPITRE    XI. 

de  B2,  B3,  B,.  .  .  . ,  et  l'on  remplace  la  courbe  par  les  arcs  de 
parabole  ainsi  tracés. 

L'équation  de  la  parabole  passant  aux  extrémités  des  or- 
données B/B/^<B/^o  sera 

y  =z  a  -\-  bx  H-  cx'^. 

Or  on  peut  poser,  en  prenant  pour  origine  le  point  A/,  yi  =  «, 

JK/+1  —  a-^hh  —  cA2,        jK/-t-2  =  «  -f-  2  èA  -h  4  c/i^  ; 


i)n  en  conclut 


r/4-i  — o.r/  — r/^'?  __  n+2  —  2.X/4-1  +  jK/ . 


mais  l'aire  parabolique  est 

/      {a-r- bx -V- cx~)dx  =  iah-T- ibli^- -\~^c -r-') 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  a,  Z>,  c  par  leurs  valeurs, 

}/^(7/-^47/+l-^7/+2); 
l'aire  totale  pourra  donc  être  représentée  par 

S  =  i  A(7o -^  4  Ji +72 -^  4jK3 -^- J4 -i- . . .  ^  JK2/Ô 
ou  bien 

S=   3^(70-:-272-^274...^72„)^r-iA(7i  +  ^3  +  ..."r-72«_l), 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

S=  3  [(7o  +  72/0+2a2  +  47iJ, 

o-o  désignant  la  somme  des  ordonnées  d'indices  pairs  non 
compris  jko  et  y2n,  et  o-,  la  somme  des  ordonnées  d'indices 
impairs. 

III.  —  Formule  de  quadrature  de  Côtes. 

J^a  méthode  de  Côtes  consiste  à  substituer  à  la  courbe  que 
l'on  veut  carrer  une  parabole  passant  par  un  certain  nombre 
de  points  de  cette  courbe. 
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Soient  jK  = '}(^)  l'équation  de  la  courbe  donnée,  a^,  a>, 
as an  des  abscisses  quelconques, 

Jmi  F'{a)  X  —  a 

sera,  d'après  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange,  l'équa- 
tion d'une  parabole  de  degré  n  —  i  passant  par  les  ;^  points 
de  la  courbe  7  =  •l{x)  correspondant  aux  abscisses  «i,  ....  a,i. 
Rappelons  d'ailleurs  que  F(^)  est  égal,  à  un  facteur  près,  au 
produit  (o^  — a,) (^  —  ao).  .  .(.r  —  ^„):  l'aire  de  la  courbe 
donnée  prend  alors  la  forme 


dx 
a 


ou 


formule  où  l'on  a  posé 


■'-/ 


Y\ai)[^x  —  ai) 


dx. 


Si  F(.27)  est  un  polynôme  donné  à  l'avance,  par  exemple 
(^  —  i)(^  —  2 ).  .  .(.r  —  ;î),  A/  pourra  être  calculé  une  fois 
pour  toutes  et  la  même  formule  pourra  servir  pour  trouver 
l'aire  d'une  infinité  de  trapèzes  curvilignes  ayant  une  base  n. 
Nous  donnerons  plus  loin  une  formule  due  à  Gauss  et  plus 
exacte. 
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